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Distancia al

Incumplimiento

Los “modelos con barreras” fueron desarrollados para reconcilar dos metodos de calculo
para probabilidades de incumplimento: un basado en spreads o diferenciales de credito y
otro en el valor de los activos de la empresa. Este es un tema de gran interes para los
mercados de derivados de credito. Aqui, Marco Avellaneda y Jingyi Zhu desarrollan un
modelo para el valor de la firma como un proceso estocastico en tiempo continuo y
muestran como el modelo se puede calibrar numericamente a datos de mercado

posibles incumplimientos de bonos y préstamos. El credit default

swap (CDS) es un ejemplo bdsico de derivado de crédito; en un CDS
una parte realiza pagos periodicos a la otra a cambio del derecho a recibir
un pago nocional en caso de que ocurra un evento de crédito.
Recientemente, hemos visto aparecer instrumentos de proteccion
“mayorista” de crédito como los first-to-default swaps sobre una cesta de
créditos subyacentes. Para la valoracion de derivados de crédito es
necesario estimar cudn posible es el incumplimiento de la entidad de
referencia. Las probabilidades de incumplimiento pueden ser estimadas a
partir de los diferenciales de crédito de las emisiones de deuda de la
entidad de referencia’.

Se han propuesto dos tipos de metodologias cuantitativas para la
valoracion de derivados de crédito: los modelos estructurales,
introducidos por Merton (1974) y otros (Black & Cox, 1976, Brennan &
Schwartz, 1980, Titman & Totous, 1989, Kim, Ramaswamy & Sundaresan,
1993, Shimko, Jejima & van Deventer, 1993, y Geske, 1977), y los modelos
de forma reducida de Dufie y Singleton (1999). Este articulo se enmarca
dentro del enfoque estructural y mads en concreto se centra en la
metodologia de “la barrera de incumplimiento” que recientemente han
introducido Hull-White (2001). Este articulo se parte del trabajo Hull-
White (2001) y lo extiende en varias direcciones.

En primer lugar, vamos a considerar una version continua del modelo
de Hull-White en el que el indice de incumplimiento sigue un proceso de
difusion. Y mostraremos como, en este marco general, la calibracion de la
barrera de incumplimiento nos conduce a un nuevo problema de frontera
libre para la ecuacion diferencial asociada de Fokker-Planck.

En segundo lugar, a la vista de estos resultados, proponemos una
nueva interpretacion del modelo de la barrera de incumplimiento en
términos de un proceso riesgo-neutro de distancia al incumplimiento de
la entidad de referencia (o proceso riesgo-neutro del ratio deuda/valor,
etc). Y demostramos que hallar la frontera de incumplimiento que se
ajusta a un conjunto de probabilidades de incumplimiento es equivalente
a especificar un adecuado “exceso de deriva” para el proceso de distancia
al incumplimiento. Este exceso de deriva puede interpretarse como la
prima de riesgo que el mercado le asigna al valor de la compania, a la
Merton (1974), lo que hace que el proceso sea consistente con los
diferenciales de crédito observados.

Finalmente, discutimos la implementacion numérica del modelo,
usando un método de diferencias finitas para la ecuacion de Fokker-

I os derivados de crédito proporcionan proteccion sintética contra los

Planck, en conjuncién con un método Newton-Raphson para determinar
el exceso de deriva en cada paso sucesivo del tiempo. Y aplicamos la
teoria desarrollada al cilculo de las fronteras de incumplimiento y las
derivas para créditos AAA y BAAI1, bajo diferentes hipotesis sobre las
probabilidades de incumplimiento y las funciones de volatilidad.

El modelo de difusion de barrera

Definimos la funcién P(t), siguiendo a Hull-White (2001) como la
probabilidad, vista desde hoy, de que en algin momento anterior a
tiempo t la compafiia haya incumplido?. La funcion de densidad de la
probabilidad de incumplimiento viene entonces dada por P’(t). En
particular, P’(t)At representa la probabilidad de incumplimiento entre
tiempos t y t+At, vista desde tiempo cero. Al igual que en Hull-White
(2001), vamos a considerar un “indice de incumplimiento” asociado a la
empresa en cuestion, y que representamos por un proceso de Itd {X(t),
X(0) = Xo}:

dX(t)=a(X(t).t)dt +o K t)t)dw () e

donde W(t) es el proceso de Wiener estindar. La empresa incumplird en
tiempo t si

Xt)=b(t) vy

donde b(t) describe una funcion barrera. Mas adelante daremos una
interpretacion economico-financiera a esta funcion. El instante de
incumplimiento, T, es, por definicion, la primera vez en que X(t) alcanza
esta barrera, es decir,

X(s)>b(s) s<t )

t=inf{t>0:X(t)<b(t)} 3

Sea ahora f(x,t) la funcién de densidad de la probabilidad de
supervivencia de X(t), que viene dada por

"Un problema mads dificil, que aparece con frecuencia en la prdctica, es el de estimar las
probabilidades de incumplimiento de empresas que no emiten deuda.

2Supondremos a partir de aqui que esta probabilidad ya se ha determinado bien sea

a partir de diferenciales de crédito bien mediante algiin otro procedimiento

(Hull & White, 2000)
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para x = b(t).

Como consecuencia de resultados conocidos de la Teoria de Probabilidad
se sabe que la funcion f(x, t) satisface la ecuacion progresiva de Fokker-
Planck

1= 5@ G0N, ~EEN), >0 x>00) )

con condiciones iniciales y de frontera dadas por

f(x,t}l:0 =8(x—Xo) (6)
f(t)_ =0 ()

Obsérvese que la integral
.[t:c(t)f (X, t) dx 8)

representa la probabilidad de supervivencia hasta tiempo t, es decir, 1 -
P(t). De manera que la probabilidad de incumplimiento P(t) se relaciona
con la funcién de densidad de supervivencia f(x, t) y la barrera b(t)
mediante la ecuacion:

P(t)=1- J:zt)f (x,t)x 9)

Se deduce de esta ecuacion que la funcion barrera b(t) debe elegirse
de manera que el par {f(x, t), b(t)} sea consistente con las probabilidades
de incumplimiento dadas {P(t), t > O}. Para resaltar esta relaciéon de manera
explicita, diferenciemos la probabilidad de incumplimiento con respecto
al tiempo en la ecuacion (9), y usemos la ecuacion en derivadas parciales
que cumple f para deducir que

p’ (t)= - ;Zt)%dx +f 63 (t),t)b,(t)

S oo
= _E-[b(t)(62f)><xdx + b(t)(af)xdx

10/,
==—(o*f
2 ox (G %:b(t)

Por consiguiente, la funcién de densidad de supervivencia no sélo ha
de cumplir (7) sino que ademads debe satisfacer una condicion adicional
de frontera en la barrera x = b(t). Esto significa que nos hallamos ante un

(10)
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problema de frontera libre para la ecuacion progresiva de Fokker-Planck,
puesto que la frontera b(t) es desconocida y que para su determinacion ha
de exigirse que cumpla las dos condiciones de frontera (7) y (10).

Transformaciones de similaridad

Obsérvese que el modelo queda invariante tras un cambio de escala, o
transformacion de similaridad. De hecho, si 6, es un nimero positivo, y
consideremos la transformacion

XZGLO’B(t):%?,a(g,t):%;t),é(i,t):%;) (11)

se deduce de forma inmediata que la nueva funcion f(%, 1) dada por
F(%t)=oof (o t) (12)

también satisface las ecuaciones (5-7) y la ecuacion (10). En particular, si
6(x, t) es una constante podemos, mediante un cambio de escala, deshac-
ernos del pardmetro de volatilidad. Es decir, las soluciones con volatilidad
constante arbitraria ¢ se obtienen a partir de las soluciones con 6 = 1. En
esencia, este Gltimo caso es el que se analiza en Hull-White [8], donde se
supone que el indice de incumplimiento sigue un movimiento Browniano
estandar.

Si 6 no es constante, el modelo de difusion propuesto permite incor-
porar funciones de volatilidad que pueden depender tanto del valor del
indice como del tiempo. Esta observacion podria ser de utilidad si, por
ejemplo, se considera que la volatilidad del indice de incumplimiento debe
aumentar seglin se aproxima el incumplimiento.

Distancia al incumplimiento

Establezcamos la siguiente definicion: P(t) denotard la probabilidad de
incumplimiento de la compania, implicita en los diferenciales de mercado.
Un proceso riesgo neutro de distancia al incumplimiento (RNDI) es un
proceso de difusion que satisface:

dY(t)zé(Y,t)dt+6(Y,t)dW(t) (13)

y es tal que Y (0) > O, y Prob [inf__. Y (s) < 0] = P(t).

s<t
La definicién es consistente con el supuesto de que la compania

'El proceso RNDI'Y () puede interpretarse como la diferencia entre el valor de los activos y
la deuda, o como el logaritmo del ratio deuda-equity, etc, en un contexto “riesgo-neutro”



incumple cuando el valor de su activo se sitda por debajo del valor de
su deuda.’
Obsérvese que si ponemos

Y(©)=X()-b(t) (14)

donde X(t) es el proceso del indice de incumplimiento que hemos
discutido en la seccion anterior, entonces Y () es un proceso RNDI con
aly,ty=a(X, t) - b’(t) y6 (Y, t) = o(X, t). Ademds, tenemos

dY (t)=dX (t)—b’ (t)dt (15)

Por tanto, el problema de localizar la barrera es equivalente al
problemas de hallar el exceso de deriva en el proceso de distancia la
incumplimiento que hace que este sea “riesgo-neutro” (calibrado a datos
sobre probabilidades de incumplimiento).

La densidad de supervivencia del proceso RNDI u(y, t) se relaciona con
la densidad de supervivencia del indice de incumplimiento f(x, t) mediante

u@,t)=f(y +b(t)t) (16)

Se sigue que la ecuacion de Fokker-Planck para la densidad de
supervivencia del proceso RNDI viene dada por

U =b’u, — (au)y + %(czu)yy , y>0, t>0 (17)
U, =8(~-Yo) (18)
Uy =0 t>0 (19)

1|9 ,
5[@ (02u)} =P’(t), t>0 20)
y=0

Aqui, b” debe irse eligiendo progresivamente para que la segunda
condicién de frontera (20) se cumpla en todo tiempo. De esta forma se
concluye que el problema de frontera libre para el indice de
incumplimiento se transforma en un problema de control para el proceso
RNDI. En esta formulacion, podemos interpretar b’(t)/c como una “prima
de riesgo” asociada a la percepcion de la calidad crediticia de la compania,
en consonancia con el planteamiento de Merton (1974).

Capa inicial y ajuste de soluciones
Vamos a considerar primero el caso en que los coeficientes 6 y a son
constantes y b(t) es una funcion afin. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que a = 0. ‘Mds adelante usaremos este caso especial para
construir la solucion general.

Supongamos, por tanto, que la barrera viene dada por la ecuacion

b(t)=-a-Bt, a>0, O<t<tg (21)

En este caso se puede demostrar que la correspondiente probabilidad de
incumplimiento viene dada por

P(t)=1- [, ft)dx= N[%\;{XO)

2(+X0)B B (22)
e o N[ o+ Bt XOJ
oVt

donde N(x) es la funcion de distribucion de la normal estindar, y que la

Tabla 1: Probabilidades de Incumplimiento para Bancos

ano AAA BAA1
Tasas de recuperacion esperadas

30% 50% 70% 50%
1 0.0052 0.0073 0.0122 0.0222
2 0.0097 0.0136 0.0227 0.0285
3 0.0119 0.0166 0.0277 0.0315
4 0.0135 0.0190 0.0316 0.0339
5 0.0150 0.0210 0.0351 0.0360
6 0.0164 0.0229 0.0382 0.0380
7 0.0176 0.0246 0.0410 0.0396
8 0.0188 0.0264 0.0439 0.0415
9 0.0203 0.0284 0.0473 0.0437
10 0.0220 0.0307 0.0512 0.0466

correspondiente densidad viene dada por
o+Bt+Xo 2
P (t)= one‘( 26% : (23)
tW2nto

Esto se deduce de propiedades estindar del movimiento browniano.
Bajo esta mismas hipétesis, la funcion de densidad de la probabilidad de
supervivencia viene dada por

_ (x=%o)’
202t 1 —e

2 (o+X
(02t 0)(x+a+Bt)

(24)

1
fO(’B (X,t): G\/ﬁ e

para —a — Bt < x < oo,
La densidad del proceso RNDI viene dada por

1 _GB-Yo) 2%,
2, 2.
Ugp (ht)=Tfop(y —a—Ptt)= G\/ﬁe 2% |1-e 9| (55

paray 2 0, donde Y, =X, + o > 0 es la distancia inicial al incumplimiento.

En la Figura 1, se exhiben la probabilidad de incumplimiento P(t) y la
densidad de la probabilidad de incumplimiento P’(t), como funciones de
t, para varios conjuntos de valores positivos de o y de . En todos estos
casos, se ha tomado X(t) como el movimiento browniano con deriva cero,
con 6 =1y X, =0. Bajo estas condiciones, o. > O es la distancia inicial al
incumplimiento. Obsérvese que P’ es unimodal y que decae a cero
exponencialmente tras alcanzar su mdximo. La razén es que la barrera,
que es lineal en el tiempo, crece por encima del factor de escala raiz
cuadrada del tiempo del movimiento browniano. Por consiguiente, la
funcién de densidad de la probabilidad de incumplimiento decrece en
cuanto el tiempo sobrepasa un cierto nivel.

Consideremos ahora la solucion del modelo para datos arbitrarios P(t).
La estrategia es usar el modelo de linea recta para un cierto tiempo finito,
aunque pequeno, t,, para luego ajustar esta solucién a una funcion bit)
calculada numéricamente. La necesidad de una “capa inicial” proviene de
que el dato inicial de funcién-§ se anula para cualquier orden en el punto
t=0y es preciso regularizarla de forma consistente con las condiciones
de frontera que queremos imponer para valores pequenos de t. Para una
probabilidad de incumplimiento dada P(t), elegimos los parimetros o y
de tal forma que

P(to)=P(to) (26)

'El caso del movimiento browniano con deriva es andlogo, siendo la tinica diferencia la
modicacion de la pendiente de la linea que define la barrera
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donde P(t)) y P’(to) se estiman a partir de datos de mercado. Una sencilla
implementacioén del método Newton-Raphson da lugar a una solucion de
oy B para valores pequenos de P(t,) y P'(t,). En la Figura 2, consideramos
un ejemplo donde se ha elegido t, = 0.5y P(0.5) = 0.01, P’(0.5) = 0.02, lo
que da lugar a oo = 1.044 y 8 = 1.949. La distribucién de supervivencia en
t=0.5 se dibuja en la figura.

Una vez que la distribucién de supervivencia en t = t; ha sido
determinada, se usa como condicion inicial de las ecuaciones en
derivadas parciales (17-20). Como esta distribucion se deriva de las
condiciones sobre la probabilidad de incumplimiento (26) y (27), la
condicion de compatibilidad (20) se satisface automaticamente en t = t,,.
Mas adelante se describe un algoritmo de diferencias finitas de segundo
orden para resolver la EDP para tiempos mayores que t,.

Algoritmos numeéricos para probabilidades de
incumplimiento generales
Los andlisis numéricos que siguen se basan en la formulaciéon RNDI, esto
es, en resolver un problema de control que tiene como incognita el
coeficiente de deriva b’(t). Para simplificar, vamos a detallar el célculo en
el caso concreto en que 6 =1, y a =0. La extension del algoritmo al caso
de coeficientes variables es obvia.

Arrancamos desde t =t con la condicién inicial de la solucién de la
capa inicial, es decir,

u(y,to)=Uqp (:to), y=0 (28)

Para construir un algoritmo de diferencias finitas de segundo orden
para las ecuaciones (17-19) podemos proceder como sigue. Definamos
¥;=( - ¥2)hy t"=nAt, y denotemos por uf la aproximacion numérica a
u(yj, t"). Consideremos un esquema de Crank-Nicholson

Tabla 2: Probabilidades de incumplimiento forward

afo AAA BAA1

1 0.244002 0.301495
2 0.165700 0.182113
3 0.096906 0.103299
4 0.068161 0.071312
5 0.053285 0.055123

(29)
n+1 n+1 n+1
Uf—2u +ufy +uj+1—2uj +ujg

4h? 4h?

con condicién de frontera uj = 0, n 2 0, donde A es una deriva

indeterminada que depende del paso temporal n y que se determina de
forma inductiva. El término urj‘jf//j se calcula mediante un paso predictor en
el que intervienen extrapolaciones de Taylor en espacio y tiempo junto
con un esquema de aproximacion lateral (upwind) para la derivada
espacial.’

Para cada valor A"™** el sistema tridiagonal resultante se resuelve
usando paquetes estindar de dlgebra lineal. El valor A"*” que ajusta la
condicion de frontera adicional (20), 7»;?1/2 , se halla mediante el método
de iteracion de Newton-Raphson. Finalmente, igualamos el valor
calculado 7»1+1/2 con la deriva, es decir,

o (¢ )=t (30)
y extendemos la barrera un paso temporal
bt )=b (t" )+ AT 2At (31)

La estabilidad numérica de los algoritmos, es decir, el que la funcién
b’(t) dependa de manera continua de la densidad de probabilidad P’(t),
es una consideracion importante, si se tiene en cuenta que los datos
sobre incumplimiento son discretos y que, consecuentemente, la
densidad de probabilidad ha de construirse mediante interpolacion.
Mencionamos aqui, sin mads demostracion, que el problema de frontera
libre y el algoritmo admiten una tnica solucién estable en cualquier
intervalo en el que la densidad de probabilidad P’(t) sea positiva. En la
seccion que sigue, en la que estudiamos ejemplos concretos, haremos
algunos comentarios adicionales sobre estabilidad y sobre interpolacion
de probabilidades.

*Obsérvese que este esquema es una aproximacion de segundo orden tanto en el
espacio como en el tiempo, y todos los cdlculos son incondicionalmente estables con
respecto a la elecci on de b, At y "% .

°Los autores suministrardan tanto los datos como la fuente de la que se han obtenido a
quiienes asi lo soliciten.
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Ejemplos

Para el ejemplo numérico, introducimos un dominio finito (0 <x < 20), lo
suficientemente grande como para englobar la evolucion dindmica de las
soluciones que estudiamos en esta seccion. Ademds, usamos una capa
inicial con t, = 0.5. A no ser que se indique especificamente, suponemos
una volatilidad constante de 6 = 1. En los célculos por diferencias finitas
usamos 400 puntos en la direccion de las x y elegimos At = 0.05.

En el primer ejemplo, vamos a usar las probabilidades de
incumplimiento del sector bancario de los ratings AAA y AAB1 de
Standard and Poor’s’. En la Tabla 1 se muestran las probabilidades de
incumplimiento para distintas tasas de recuperacion y para los proximos
diez anos. Por ejemplo, 0.0073 significa que un banco con rating AAA
tiene una probabilidad de 0.73% de incumplimiento en el proximo ano, y
€l 0.0136 significa que tiene una probabilidad de 1.36% de incumplimiento
durante el segundo ano.

Estas probabilidades de incumplimiento se han estimado para tasas de
recuperacion media de 30%, 50% y 70%. Como explican Hull y White
(2000, a distintas tasas de recuperacion corresponden probabilidades de
incumplimiento muy distintas. Consecuentemente, nuestras barreras
exhibirdn una fuerte dependencia de las tasas de recuperacion que se
haya supuesto. En nuestros cilculos, hemos generado una funcién del
tiempo constante a trozos P’(t) a partir de los datos de la tabla. Hemos
dibujado en la Figura 3, las barreras de incumplimiento correspondientes
a bancos AAA y BAA1, obtenidas a partir de nuestro modelo, para valores
de 0 £t< 10, usando las probabilidades correspondientes a una tasa de
recuperacion del 50%. La forma de estas dos curvas es muy similar, ya que
como pertenecen a la misma industria los determinantes de su posible
incumplimiento en el futuro son semejantes. La barrera para el rating
inferior (BAA1) se encuentra siempre situada por encima de la barrera del
rating superior (AAA), lo que indica que es mas probable que incumpla la
compania con el rating inferior.

Una de las ventajas del modelo que presentamos aqui es que permite
incorporar estructuras generales de volatilidad. Hemos considerado un
ejemplo donde la volatilidad se incrementa cuando la trayectoria
browniana se acerca a la frontera de incumplimiento, y hemos comparado
el resultado de este caso con el correspondiente al de volatilidad
constante (6 = 1). En concreto, hemos elegido

1 0<x<2
o(x)=41-+(x-2) 2<x<4 (32)
1 x>4

En la Figura 4, se exhiben las barreras de incumplimiento que nos
proporciona nuestro modelo para valores de 0 <t <10, a partir de los
datos de la Tabla 1 para una tasa de recuperacion esperada del 50%, y
para los casos de volatilidad constante y de volatilidad variable. Se
observa como la barrera del caso de volatilidad variable se sitda por
encima de la barrera del caso de volatilidad constante. Esto ocurre porque
el valor medio de la volatilidad en el caso variable es menor que el nivel
de la volatilidad constante que hemos elegido para el ejemplo. Para
conseguir la misma probabilidad de alcanzar la barrera, ésta tiene que
elevarse para adaptarse a una menor volatilidad.

A continuacion, pasamos a comparar nuestro modelo de ecuaciones en
derivadas parciales (modelo EDP) con el modelo original de Hull-White.
Para ello hemos implementado el modelo de Hull-White (2001) con la
misma discretizacién y con los mismos parametros. En la Figura 5, se
muestran los resultados de la comparacion donde hemos usado
probabilidades de incumplimiento correspondientes a una tasa de
recuperacion esperada del 50%. La principal diferencia en cuanto a la
forma y ubicacién de las barreras yace en que en el modelo de Hull-White
las trayectorias s6lo pueden salir por la barrera en tiempos discretos,
mientras que en el modelo EDP pueden hacerlo en cualquier momento.
Esto explica porqué la barrera del modelo EDP se encuentra situada
ligeramente por debajo de la barrera del modelo de Hull-White.

También podemos calcular las barreras correspondientes a otras
probabilidades de incumplimiento. En la Figura 6, se han dibujado las
barreras correspondientes a las probabilidades de incumplimiento de los
bancos AAA con tasas de recuperacion media de 30%, 50% y 70%. Como
es de esperar, puesto que a menores tasas de recuperacion les
corresponden probabilidades de incumplimiento menores, a menores
tasas de recuperacion les corresponderdn barreras mds bajas.

Los datos sobre probabilidades de incumplimiento son, en general,
discretos, como los de la Tabla 1. Como el método EDP requiere interpolar
las probabilidades, es importante verificar que diferentes métodos de
interpolacion para las probabilidades no producen diferencias significativas
en las barreras que el modelo genera. En todos los cilculos anteriores
hemos usado funciones de probabilidad de incumplimiento constantes a
trozos P’(t) calculadas de manera natural a partir de los datos de
probabilidades de incumplimiento acumuladas. Para estudiar la sensibilidad
de los resultados a diferentes métodos de interpolacion, hemos considerado
ademis un esquema de interpolacion lineal a trozos para P'(t), en el que se
requeria que la P(t) generada fuera consistente con los datos en los punto
originales. En la Figura 7, hemos dibujado las barreras que resultan de estas
dos densidades de probabilidad. Los resultados numéricos indican que el
esquema es estable con respecto a pequenas perturbaciones de la funcion
de densidad de probabilidad que representan a los datos.
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En la Figura 8, exhibimos las funciones de densidad de las
probabilidades de incumplimiento (como la entrada) y la funcién de
deriva b’(t) (como salida) para el caso de los bancos con rating AAA. La
figura muestra cualitativamente la forma en que la deriva “responde” a los
datos de la probabilidades de incumplimiento: un incremento en la
probabilidad de incumplimiento da lugar a incremento en la deriva, que
mueve hacia arriba a la barrera, lo que permite a su vez que sea mds facil
que las trayectorias salgan por la barrera.

Una vez que se ha calculado la barrera de incumplimiento de una
compania para un cierto periodo de tiempo (0 <t<T), se puede utilizar el
modelo para calcular probabilidades de incumplimiento forward para
cualquier fecha futura T, > 0. De hecho, simplemente tenemos que
resolver la EDP comenzando desde tiempo T, con la barrera de
incumplimiento fija, y hacer que la densidad de supervivencia comience
a partir de T,

u(x,To)=8(x—Xo) (33)

de manera que la distancia a incumplimiento en tiempo T, sea la
misma que hoy. Hemos discutido la equivalencia entre la deriva a(t) y
la frontera de incumplimiento b(t) en las secciones anteriores
“Distancia al incumplimiento” y “Capa inicial y ajuste de soluciones”,
pero aqui van a desempenar papeles distintos. Si se dispone de
su.ciente informacion, se puede ajustar la deriva a una estructura de
probabilidades de incumplimiento forward. En la Tabla 2, presentamos
las probabilidades de incumplimiento forward a cinco anos obtenidas
a partir de los resultados de la Figura 3. En términos intuitivos, éstas
son las probabilidades de incumplimiento para los préximos seis a 10
anos, suponiendo que la compania ha sobrevivido los cinco primeros
anos y que la probabilidad de incumplimiento para el instante
siguiente es la misma que hoy. Obsérvese que, como nuestra barrera
es convexa, estas probabilidades forward son mucho mayores que las
probabilidades spot.

Finalmente, como verificaciéon del esquema numérico, resulta
matemdticamente interesante estudiar el caso en que la probabilidad de
incumplimiento sea tal que implica que el incumplimiento va a ocurrir
con seguridad antes de una determinada fecha T. Esto debe reflejarse en
que practicamente todos las trayectorias brownianas X(t) alcanzan la
barrera antes de ese tiempo T, lo que sélo puede ocurrir si b’(t) explota
en esa fecha y la curva b(t) se hace vertical cuando t se aproxima a T.
Para verificar esto, elegimos una densidad de probabilidad de
incumplimiento constante P’(t) = 0.1. En este caso, la probabilidad de

incumplimiento acumulada P(10) = 1, lo que significa que la compania
incumplird con seguridad antes de tiempo T = 10. En la Figura 9, vemos
como la barrera b(t) se hace vertical cuando t se acerca a 10. La misma
figura también nos muestra el resultado de otro experimento en el que
se incrementa la probabilidad de incumplimiento hasta 0.2, lo que
empuja el tiempo de la explosion a T =5, como predice el que P(t)
alcanza 1 cuando t tiende a 5.

Conclusiones

Hemos propuesto un marco general para modelizar indices de
incumplimiento como difusiones y eventos de incumplimiento como
primeros cruces de fronteras. Asimismo, hemos mostrado que la
calibracién de este tipo de modelos de indice de incumplimiento de
tiempo continuo da lugar a un problema de frontera libre para la
correspondiente ecuacion de Fokker-Planck.

También hemos establecido un isomorfismo entre la formulacién de
indice de incumplimiento de Hull-White y el concepto de indice RNDI.
Este isomorfismo permite reinterpretar la derivada de la frontera de
incumplimiento de Hull-White como una prima de riesgo que ha de ser
anadida al proceso de distancia la incumplimiento de la compania para
que sea consistente con las probabilidades de incumplimiento que se han
extriido de diferenciales de bonos o de ratings crediticios. Hemos
propuesto un sencillo algoritmo numérico para hallar la deriva, mediante
una discretizacion de un problema de control. Se han presentado varios
ejemplo y tests que indican que el algoritmo produce resultados
razonables y que es estable con respecto a pequefas perturbaciones de
los datos de entrada sobre densidades de probabilidad.

Finalmente, queremos senalar que también se pueden construir
modelos “noparamétricos” que implementan los conceptos de indice de
incumplimiento riesgoneutro y RNDI. Estos se basan en ajustar los
tiempos de primer paso de las trayectorias aleatorias a través de la barrera
a probabilidades de incumplimiento dadas. Por ejemplo, se puede generar
una simulacion Montecarlo de diferentes escenarios para la distancia al
incumplimiento de una compania usando datos econométricos sobre la
volatilidad de la compania, para, en un segundo paso, recalibrar las
probabilidades de los diferentes escenarios para reflejar los datos actuales
sobre probabilidades de incumplimiento acumuladas, como en el método
de Montecarlo ponderado (Avellandeda et a/ 2000). B

Traduccion al castellano: José L Fernandez (Analistas
Financieros Internacionales) y
Manuel Menéndez (Banco Espaiiol de Crédito)
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