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1 Introduction

1.1 Les symboles de Manin

Soit N un entier > 0. Soit f une forme modulaire parabolique de poids
k = 2 pour le groupe de congruence I'1(N). Dans [10], Y. Manin lui associe
une fonction & : (Z/NZ)? — C dont les valeurs sont les symboles de Manin
de f. Cette fonction est définie ainsi.

Soit (u,v) € (Z/NZ)?. On pose £f(u,v) = 0 si (u,v) n’est pas d’ordre
N dans le groupe additif (Z/NZ)?. Sinon on considére une matrice g =

(Z Z) € SL2(Z) telle que (c¢,d) € (u,v) et on pose

goo
&r(u,v) = —i f(z)dz,
g0
ou l'intégrale est prise le long d’un chemin continu du demi-plan de Poincaré.
L’application f — £y est injective. On peut méme étre plus précis. Si on pose
f;(u,v) = (§r(u,v) + &5 (—u,v))/2 et & (u,v) = (€5 (u,v) — §p(—u,v))/2, les
applications [ +— §f+- et f— & sont injectives [10].

Rappelons en quoi cette construction est utile & ’étude des symboles mo-
dulaires : elle a notamment permis a Manin d’établir sa loi de réciprocité
[10, 11, 14] et est souvent le fondement des calculs sur ordinateur concernant
les formes modulaires (voir [5] et les tables de W. Stein).

Par ailleurs, les expressions (si utiles en vue de construire des fonctions L
p-adique, d’établir des théorémes de non-annulation...) en termes de symboles
modulaires des valeurs en s = 1 des fonctions L des tordues de f ne font pas
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intervenir les symboles de Manin. C’est & ce lien manquant que fait référence
notre titre. Notre objectif est, en réalité, inverse de ce qui est obtenu par
la démarche classique : lorsque f est une forme primitive (i.e. propre pour
Palgébre de Hecke, nouvelle et normalisée), nous exprimons les symboles de
Manin de f purement en termes des fonctions L des tordues f. Nous verrons
méme qu’il suffit de tordre f par des caractéres de niveaux divisant V.

1.2 Analyse de Fourier multiplicative

Supposons désormais f primitive de niveau V. Nous calculons la transfor-
mée de Fourier multiplicative de £ en le sens suivant.

Pour tout entier m > 1, on note Y, le support de m dans I’ensemble
des nombres premiers. Supposons (u,v) € (Z/NZ)? d’ordre N. Notons N’
Vordre de uv dans Z/NZ. Soit S un sous-ensemble de X'y contenant le sup-
port de u mais disjoint du support de v. Posons S = Xy — S. On identifie
(Z/NZ) a Uy n(Z/dZ)* (par w — wN,,/N (mod N,), ou N}, est I'ordre de
w dans (Z/NZ)). Les images de u et v par cette identification sont uNg/Ng
et vN§/Ng respectivement ; les entiers Ns/Ng et Ng/N ne dépendent pas
du choix de S. Toute fonction ¢ : (Z/NZ)? — C s’écrit sous la forme

£(u,v) = ) capa(Ngu/Ng)B(Ngu/Ns),
o,

ol ¢q 3 dépend seulement de &, «, B et N’ et olt o et 3 parcourent les caractéres
de Dirichlet primitifs de niveaux divisant N’. Le théoréme 1 donne une forme
explicite aux coefficients c, g lorsque § = &;.

Soit x un caractére de Dirichlet de conducteur & support dans X . Notons
f ® x la forme primitive dont le p-iéme coefficient de Fourier est a,(f)x(p) (p
nombre premier ne divisant pas N). Notons N, le niveau de f ® x. Notons
L(f ® x,s) la fonction L de f ® x. Elle admet un développement en série
de Dirichlet 37 | a,,(f ® x)/n® et en produit eulerien [], L,(f ® x,p™*), ou
Ly(f@x, X) =1/(1—ay(f @ X)X +ap,(f @ x)p* ' X?) (p nombre premier) ;
on compléte ce produit pour former

A(f @ x.8) = (2m) T (s)NYPL(f @ . 5)-

On pose a, = ap(f) et app = app(f). Notons 1 le caractére de Dirichlet
vérifiant ¢ (p) = ap,(f) (p nombre premier ne divisant pas N). On pose

f=f®,etonaay(f)=a,(f) (nentier > 1).
Lorsque TT et T~ sont des ensembles finis de nombres premiers, on prive
A(f ® x, s) de certains facteurs d’Euler en posant

Afoxs) _
[Ler+ Lo(f @ x.p7*) [per- Lp(f @ X, p*7%)

Lorsque Rt et R~ sont des sous-ensembles de TF et T~ respectivement, on
pose

AT (f @ x,5) =
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A[T+,R+,T’7R*](f ®X, S)
[er+ Lo(f @ x, 075 ] en- Ly(f ® x,ps—k+1)’

rt T—
A= (f @y, s) =

Nous dirons que les nombres premiers p qui vérifient v,(N) = 1 (ol v, est
la valuation p-adique) et ¢ non ramifié en p sont spéciauz pour f (ils cor-
respondent aux représentations spéciales de GL2(Qj)). Notons X' I'ensemble
des nombres premiers spéciaux pour f. Le cas qui nous intéressera est le cas
ou Rt et R~ sont composés de nombres premiers spéciaux pour f.

Pour S sous-ensemble de Xy et M nombre entier > 1 de support
Xy C Xy, posons M = MgMs ot Mg et Mg sont & supports dans S et
S respectivement. On pose S(M) = Xy NS et S(M) = X3 NS. On note
ws(f ® x) la pseudo-valeur propre de f ® y pour I'opérateur d’Atkin-Lehner
associé & S (voir [1] ou la mise au point de la section 2.2). On note de plus

w(f ®x) =wey(f@x);0ona
ATT(f @y, s) = ifw(f @) AT TN (F o Xk - s).

Pour a caractére de niveau & support dans Xy, on convient de décomposer
« sous la forme o = agag, ol ag et ag sont des caractéres de Dirichlet de
niveaux a supports dans S et S respectivement.

Pour p € Xy et x caractére de Dirichlet, notons m, le conducteur du
caractére primitif associé & y divisant N et @, ¢, (X) la fraction rationnelle
suivante :

Qi"vf-,x(X) = (C_Lpplfk/Q)vp(N’/mX)
sauf si ap, =0, v,(N') =1 et v,(m,) = 0, auquel cas on a

Qp.rx(X) = —x(p) X"

Cet objet désagréable dépend de p, ap, x(p), vp(my), k et v,(N'); c’est donc
un objet local. De plus on note 7/(x) la somme de Gauss associée au caractére
primitif provenant de y. Notons ¢ la fonction indicatrice d’Euler.

Théoréme 1. On a

€u,) = 0 Zx ) (D) (m g5 5 (—1) X LLSXS)

H Qp,rx(1 H Qp, £ (1)) (W5x2) (Ny,5)ws(f © x)

pES(N') pes N')

ot ) ] Niv_ N
S

ATATT 7 T I (1 6 3, 1) (0 (S (B

Ng Ng )

ot x parcourt les caractéres de Dirichlet primitifs tels que mX75m¢X15|N'. La
formule analogue pour f? (resp. 5;) est obtenue en faisant disparaitre les
termes pour x impair (resp. pair).
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1.3 Interprétation arithmétique

La formule du théoréme 1 est si peu aisément manipulable, si inapte a
s’'insérer dans le langage naturel, que le lecteur séduit par le point de vue
exposé par Manin dans son essai “Mathematics as Metaphor” [12] pourrait
penser qu’elle présente bien peu d’intérét. Nous espérons que les conséquences
qui suivent peuvent effacer cette impression.

Il procéde d’un examen superficiel du théoréme 1 et de 'injectivité des
applications f— £f et f — & 'énoncé suivant.

Corollaire 2. La forme modulaire f primitive de poids 2 pour I'1(N) est ca-
ractérisée par les données suivantes, ot on fait parcourir a x les caractéres de
Dirichlet pairs (resp. impairs) de conducteurs divisant N :

(i) le caractére de f,

(ii) les niveauz des formes primitives f ® x,

(iii) les pseudo-valeurs propres ws(f ® x),

(iv) les facteurs d’Euler L,(f @ x,p~*), pour p € Xn et

(v) les nombres complexes A(f @ x,1).

Nous sommes donc tentés de voir la fonction £ comme une facon commode
de comprimer et de manipuler les données (1), (1), (iii), (iv) et (v).

On pourrait rendre ’énoncé et la démonstration du théoréme 1 plus
agréables en employant le langage adélique. Les données (i), (i) (iii) et (iv)
sont équivalentes & celles issues des facteurs d’Euler et des facteurs e associés
aux représentations irréductibles de GL2(Q,) provenant de f aprés torsion
par des caracteres de Q;, de conducteur < vp(IN), pour p € Xy.

On est tenté de rapprocher le corollaire 2 du théoréme de Hecke-Weil
[17] sur la caractérisation, par les prolongements analytiques et les équations
fonctionnelles, des séries de Dirichlet qui proviennent des formes modulaires,
voir la section 3.3. Nous avons a ’esprit tout spécialement la version précise
due & W. C. W. Li [8] qui, comme le corollaire 2, ne fait intervenir que les
tordues par les caractéres de conducteur divisant le niveau N. On précisera
dans la section 3.2, comment, & partir de {7, on peut retrouver les invariants
(1), (i), (1), (iv) et (v) notamment lorsque f est de niveau minimal parmi ses
tordues par des caractéres de Dirichlet, auquel cas nous essaierons d’indiquer
en quoi I'information contenue dans {; est optimale.

Notre travail ne semble pas présenter de lien avec le théoréme de Luo et
Ramakrishnan [9] qui caractérise f par les nombres complexes L(f ® x, 1) ou
X parcourt une infinité de caractéres quadratiques.

Il résulte du théoréme 1 un énoncé de théorie analytique des nombres.

Corollaire 3. Il existe des caractéres de Dirichlet xT et x=, pair et impair
respectivement, de conducteurs divisant N et tels que L(f @ xT,1) # 0 et
L(f®x™,1) #0.

En raison de la modularité des courbes elliptiques [3] et des résultats obte-
nus par Kato [6] sur la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et ses variantes,
on obtient des conséquences diophantiennes dont voici ’exemple type.
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Corollaire 4. Soit E une courbe elliptique sur Q de conducteur N. Soit
Q(un) une extension cyclotomique de Q engendrée par une racine primitive
N-ieme de l'unité. Notons Q(un)™ le plus grand sous-corps totalement réel
de Q(un). La représentation réguliere du groupe de Galois Gal(Q(un)T/Q)
n’intervient pas dans le Gal(Q(un)"/Q)-module E(Q(un)™).

Le lecteur pourra trouver des généralisations du corollaire 4 pour les
groupes de Selmer p-adiques des motifs associés aux formes modulaires, en
s’appuyant sur [6]. Nous nous demandons sl existe une direction directe (i.e.
ne faisant pas appel aux formes modulaires) du corollaire 4.

1.4 Perspectives

Comme &y détermine f, on peut, en principe, exprimer tout invariant
associé & f en terme de &y, puis en combinant avec le théoréme 1, en terme
des données (i), (it), (i), (iv) et (v). Ce principe appliqués aux valeurs de
fonctions L construites a partir de f (via des puissances tensorielles, la torsion
par des caractéres etc) produirait alors des identités numériques entre valeurs
de fonctions L. Nous donnons un exemple de telles identités dans la section 4.
Dans sa thése, F. Brunault exprime L(f,2) en termes des &5 [4], qu’on peut
combiner avec le théoréme 1. Y a-t-il une théorie systématique ?

2 Formulaire préliminaire

Cette section consiste en des mises au points concernant des questions es-
sentiellement déja connues. Elles concernent en 2.1 la suppression des facteurs
d’Euler des fonctions L, en 2.2 les opérateurs d’Atkin-Lehner, en 2.3 et 2.4 la
torsion des formes modulaires par des caractéres non nécessairement primitifs,
en 2.5 la translation des formes modulaires par des nombres rationnels. Dans
les sections 2.6 & 2.8, qui ne seront pas utiles avant la section 3.2, nous rap-
pelons ce qui est connu sur le comportement aux mauvaises places des formes
modulaires tordues. Pour tout cela nous avons trouvé une aide précieuse dans
un article d’Atkin et Li [2].

2.1 Suppression des facteurs d’Euler

On note GLy(Q)™ le sous-groupe de GLo(Q) formé par les matrices de

A B s
c D) € GL2(Q)™, et F forme primitive

déterminant > 0. On pose, pour
de poids k et de niveau M :

(AD — BC)*/? A2+ B

F<A B>(Z)_ (Cz+ D)k C’z—l—D)'
C D
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Cette opération s’étend C-linéairement & C[GLo(Q)™]; elle se factorise par
C[PGL2(Q)™]. Gardons a l’esprit la formule suivante

0 rELES) = [ Py,

A 0
On a, pour h = (0 D) € GL2(Q)™,

>~ . sdy_ A 2—s >~ - sdy_ A 2—s —s
| Pty = (G [ Ry S = () em) () L)

Soient T et T~ deux ensembles de nombres premiers. On pose

p 0). _, _ 1 0\ )
O M () )

FITH T
L ers LP<F,p-k/2<

de telle sorte que

[ (27) *T(s) L(F, )
0

 ers Lo(Fp=) e Lp(F.p*F)
— M*S/ZA[TJUT‘](F’S).
On pose, lorsque BT et R~ sont des sous-ensembles de T+ et T~ respec-
tivement,
pITE L) plTt—RY TR

0 _ 1 0
‘HPER+ Lp(F,pt=k/2 (g 1))1 HpeR* L:D(F-rplk/2( ))1

0 p

si bien que

[y = ae Al ),
0 )

2.2 Opérateurs d’Atkin-Lehner

Mettons au point les normalisations pour les opérateurs d’Atkin-Lehner.
Notons v’ le caractére de nebentypus de F. Notons M’ le conducteur de v’
Supposons que M soit & support dans Xy. Soit S un sous-ensemble de Xy;.
Notons S = Xy —S. Posons M = MsMg et M' = MgM7 et ¢’ = 155 Soit
<g g) S MQ(Z) telle que Ms‘A, M5|D, ]\4|C’7 Mg‘B, AD — BC = Mg,
A=Msg (mod M')et B=1 (mod Mg); on pose alors, comme Atkin et
Li dans [2], WeF = F (A B) et il existe un nombre complexe wg(F') de

\c b
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A B
c p)E€ M3(Z) avec
Mg|A, Ms|D, M|C, Mg|B et AD — BC = Mg, on a de plus |2]

F(A B) = Ys(B)Y5(A/Ms)WsF.

module 1 tel que WsF = wg(F)F ® 1. Lorsque

C D

Cc D
NsNg|A, NsNg|D, NN'|C, NgN§|B et AD — BC = NsNg, on a

Lorsque M|NN’; M'|N et lorsque <A B> € My(Z) vérifie les conditions

Lorsque S est égal au support de M, on pose ws(F) = w(F).
On a de plus [2] proposition 1.1,

ws(Fws(F ® ¥) = Ys(~1)¢s(Ms). (1)
Mentionnons enfin la formule, pour S; et Sy deux sous-ensembles disjoints de
EMa
WSQ (Wle) = wa'z (MS1)WS1U32F‘
Cela permet de ramener le calcul de wg(F') aux cas o S est un singleton.

Ajoutons la formule suivante. Soit p un nombre premier tel que a,(F) # 0
(c’est le cas si et seulement si v, (M) = v,(my) ou si v,(M) <1). On a

pvp(N)(k/2—1)T(¢/S)

iy (F) = = e

ou 7(¢s) est la somme de Gauss du caractére (non nécessairement primitif)
Yls. Si p est spécial pour F, on a a,(F)a,(F) = p*=2.
2.3 Torsion des formes modulaires par des caractéres quelconques

Revenons maintenant sur la torsion des formes modulaires par des carac-
téres. Soit v un caractére de Dirichlet de niveau m, de caractére de Dirichlet
primitif associé w, lui-méme de conducteur m,,. Notons f, la forme modulaire
(non nécessairement primitive) donnée par le développement

falz) = Z ana(n)q”.

Elle est liée & la forme primitive f ® w par la formule

o= (Fow)En,
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Posons de plus

safan%;ma(a)f(l a/m>.

0 1
On a, lorsque « est primitif (et donc égal a w),
Sw.f: T(@)fw-

Soit p un nombre premier divisant m/m,,. Notons 3 le caractére de Dirichlet
de niveau m/p qui coincide avec « sur les entiers premiers a p. On a

Sof = '™ 2(Ss) o\ — B@)SsT
(5 7)
Posons, dans C[X],
Ry(X) = (app' M2 X)0rm/ma) =Y ay,pt=H2X — a(p)). 2)

Par une application répétée de la formule 2, on obtient

Sof = T(w)(fw)l_[p R,,((g (1)))7

ol le produit porte sur les nombres premiers divisant m/m,,.

Il est nécessaire maintenant de distinguer plusieurs cas. Si v,(m/my,) =0,
onaR,=1. Siv,(m/my,)=1eta,=0,onaR,=0.8iv,(m/my,)>1et
ap =0, 0n a R, = —w(p).

Or on a, lorsque a, # 0 et p| N non spécial pour 1, aply = p*~ 1 et donc,
lorsque de plus p|m on a, dans C[PGL2(Q)™],

m((h 3 ) =@t (5] )i - aae? (5 )

1.
(et donc

Cette derniére formule est encore valable lorsque a, = 0 et v,(m)
Lorsque p|(m/m,) et p est spécial pour f, on a a,a, = p*~
ap # 0). On a donc

m((h 3 )= @t (5] - a2 (o 0

[V Y

Lorsque a, = 0, vp,(m) =1 et vy(m,,) =0, on a

m(h 1)) =-e0

On a donc

Em/mw
[Ema T me 2 F ]

H,,PA(S (1)>>’ @

ot le monéme P,(X) vaut (a,p'~*/2X)v»(m/me) gauf si a, = 0, v,(m) = 1 et

Sozf = T((*D)(f@ w)

vp(my) = 0, auquel cas on a Pp((g (1))) = —w(p).
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2.4 La torsion des formes modulaires par des caractéres de
niveaux divisant NV

Reprenons la situation laissée en 2.3 en nous plagant dans le cas ot N’ = m
est un diviseur de N.

Lemme 5. Soit p un nombre premier tel que plm,, et p|(N'/m). On a

(f @)l = (fow) :
Pp<(€ ?)) I&((‘S ?))

Démonstration 1l suffit de montrer que P, = 0 ou que ap(f Rw) =0 =
ap.p(f@w). Supposons P, # 0. Sia, = 0, 0n av,(m,) = 0et v,(N') = 1, ce qui
entraine a,(f®w) = 0 = a, ,(f ®w). Restreignons maintenant notre attention
au cas ol ap # 0. Rappelons d’abord que cela entraine que le conducteur de
¥ a pour valuation p-adique v,(N) (ce qui entraine a,,(f ® w) = 0) ou
que vp(NN) = 1. Les hypothéses excluent le cas v,(N) = 1. On a de plus
a,(f ® w) # 0 si et seulement si w est de conducteur premier & p (impossible
par hypothése) ou v/w est de conducteur premier & p; ce dernier cas est
impossible, en effet on a p|(N'/m,,), et donc p|(N/m,,) et les valuations p-
adiques des conducteurs de ¢ et 1)/w sont égales et donc non nulles. On a
bien a,(f ® w) = 0.

On a donc, par applications répétées du lemme 5 & la formule 3,

(S Enr—Emyg, ]
N ’(EN/—EmW)mEf

Saf:T(w)(f@)w) ) (4)
|HPPP<<€ ?))

2.5 La torsion des formes modulaires par des caractéres additifs

Soit n € Z. Récrivons la forme modulaire f 1 n/N comme combinai-
o 1
son linéaire de F d 0 ou d parcourt les diviseurs de N et ot F parcourt
les formes primitives de niveau divisant N2 /d. Nous ne savons pas si un pareil
calcul a déja été rédigé. Notons n' le nombre entier et N’ le diviseur > 0 de
N qui vérifient n'/N’ =n/N. On a, par inversion de Fourier,

(R

ol a parcourt les caractéres de Dirichlet de niveau N’. En combinant avec la
formule 4, on obtient
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_ () L r e A ]
7 =Y @ (fow PN (5)
<(1) 7L/1N> —~ ¢(N’) |HpPp(<g ?))

ol w parcourt les caractéres de Dirichlet primitifs de conducteur m,, divisant
N’, 1e produit portant sur les nombres premiers divisant N'/m,,.

2.6 Invariants locaux des tordues de formes modulaires, premiére
analyse

On reprend les notations de 2.1 et 2.2. Soient n un entier > 0. Supposons
m, et Ng premiers entre eux. On a a,(f ® x) = anx(n) et

ws(f ®x) = x(my)ws(f).

De plus si NV est premier & m,, le caractére de f®xy est Wy’ etona N, = Nmi.

Nous allons maintenant étudier les cas ot m,, Ng et n ne sont pas premiers
entre eux.

Soit p un nombre premier. On dit que f est p-primitive par torsion si pour
tout caractére de Dirichlet x de conducteur une puissance de p, le niveau de
f® x est > N. C’est évidemment une propriété locale, qui serait peut-étre
davantage mise en valeur par le langage adélique. On suppose que m,, Ng et
n sont des puissances de p et que f est p-primitive par torsion.

Notons (¢x)o le caractére primitif associé & ¢y. On a

Lp(f ® X7X)_1 —1— dp(wX)O(p)X

p

Comme on a

fX:f®X .
p 0) _
ILp(f®x,(0 1>) E

On a donc, puisque y est primitif,

f®x:fx|(1_ap<wx><p) p 0 ),1'
P 0 1

Pour progresser dans 1’étude des invariants de f ® x, il faut distinguer deux
cas [2],

—on a a,(f) # 0 (cas de série principale), cela assure que f est primitive par
torsion, ou

—on a ap(f) = 0 et le conducteur du caractére de Dirichlet primitif associé
a 1) est de valuation p-adique < v,(N)/2 (cas supercuspidal). (Cette derniére
condition n’entraine pas que f est p-primitive, voir [2].)



Symboles de Manin et valeurs de fonctions L 287

2.7 Invariants locaux des tordues de formes modulaires, cas de
série principale

Reprenons la situation laissée en 2.6 en supposant a, # 0. On suppose x
non trivial. Le niveau N, de f ® x est donné par la recette suivante [2]. On a

Up(Ny) = vp(mymyy).
On a [2] théoréme 4.1,

7(Ysx)

si vp(my) > vp(IN) et vp(myy) = vp(my ). On a de plus, [2] théoréme 4.2,

m _ & k/2—1 T(1sx)
ws(f @) = Pslmox (2t T
si vp(my) < vp(N). On a enfin, [2] corollaire 4.2,
1 T(sx)
ws(f %) = Dslmx(-1) S

si vp(my) = vp(N) et vp(myy) < vp(my).
2.8 Invariants locaux des tordues de formes modulaires, cas
supercuspidal
Reprenons la situation laissée en 2.6 en supposant a, = 0. On a
vp(Ny) = max(vp(mi), Up(Mymy), vp(NV))

Posons au préalable, pour tout caractére de Dirichlet primitif w m/, = m,, si
w(p) # 0 et m/, = pmy, si w(p) =0 On a, [2] théoréme 4.1,

T(Ysx)
ws (£ © ) = Us(m)n (-1 S
si vp(my) > vp(N). On a enfin, [2] théoréme 4.5,
ws(f ) = () AN 5 sl oo

(Nﬂs/NS) (NS/mX "
si vp(my) < vp(N), ou N g = max(Ns, Nsmy /my, N§/m3) et ot w parcourt
les caractéres de Dirichlet tels que m/, = Ng/my et myyg0 = N SmX/NS En
particulier, lorsque v,(my) > vp(N)/2, ws(f @ x) se déduit de la collection
des ws(f ® w), pour w caractére vérifiant m?2|Ng; en particulier, lorsque
vp(my) > vp(N)/2, ws(f ® x) se déduit de la collection des wg(f ® w) pour
Ny,s = Ns.
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2.9 Invariants locaux des tordues de formes primitives par torsion,
conclusion

Supposons f primitive par torsion (c’est-a-dire p-primitive par torsion pour
tout nombre premier p). La donnée de a,(f) et de ws(f@w) (p € Xn, S C En,
et w caractére primitif tel que N, = N et a,(f) =0 (r € S et r|m,,)) détermine
NX7 ap(f®X)7 wS(f®X) (P € ENa S C EN)

3 Le théoréme 1 et ses corollaires

3.1 La démonstration du théoréme 1

Soit g = <z Z) € SLy(Z) telle que la classe modulo N de (c,d) soit

égale a (u,v).

On peut comprendre notre démarche ainsi. La fonction f, est une forme
modulaire pour le groupe de congruence I'(N), si bien que la fonction
f /N o\ est modulaire pour le groupe de congruence I (N) N Ih(N?).

Lo 1
Cette derniére forme modulaire s’écrit donc comme combinaison linéaire de
fonctions du type F' d o\’ ou F parcourt les formes primitives de niveau

0 1

M divisant N? et d les entiers divisant N2/M. Nous allons montrer que les
formes primitives qui interviennent dans cette écriture sont de la forme f® y,
ol x parcourt les caractéres de Dirichlet de niveau divisant N et donner ex-
plicitement les coefficients de cette combinaison linéaire.

Lorsque k = 2, on a &f(u,v) = fooo fi(iy) dy. Lorsque, de plus, s = 1 et
h est une matrice diagonale de PGL2(Q)™, et x est un caractére de Dirichlet
de conducteur divisant N, on a

°° 1 1
@) n(y)dy = —L(f@x,1) = —=A(f @ X, 1).
J, e 0miy = 51 e = A o)
C’est pourquoi le théoréme 1 se déduit de la proposition 6 suivante, par in-
tégration de chaque membre de 1’égalité ci-dessous le long de la géodésique
reliant 0 & oo dans le demi-plan de Poincaré.
Remarquons que la proposition 6 permet de démontrer des analogues du

théoréme 1 pour les formes modulaires de poids # 2. (Voir par exemple la
these de F. Martin lorsque k =1 [13].)

Proposition 6. On «

w(/f)
G(N')

fig = Z X5(my,s) (Vs Xs) My, 5) (Wsxs)(—1)7 (xs)T (¥sX5)
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B __ _ Ny L
(558 (V)05 T & 00N

[ 7 —S(my) Sy =80m o)
(BN =S(mx)NZs (BN =5(m g ))NnTy

Né 0 )
| NX,SNS‘mwx.S‘ ()
N/
O S

Nsmg,s

)

(fox)

ot x parcourt les caracteéres de Dirichlet primilifs tel que mx7gmwx)g|N’ et ot

= H Qp.f.x (é 2) H Qp, £ (g (1))
)

peES(N') pES(N'

Démonstration.- Considérons (é ZB;) € Mz (Z) telle que NgN§|A, NgNg|D,
NN'|C, NgNg|B, AD — BC = NsNg, A =uNg (mod Ng) et B =v/Ng
(mod Ng). Soit k € Z tel que n = wv (mod Ng) et n = —uwv (mod Ng).
Notre point de départ réside dans l'identité

F1(N)9=F1(N)<](\), _01> ((1) "{N) (é g) (Névs ]8S>_1,

que le lecteur vérifiera grace au lemme chinois. Comme w(f)f = f 0 1\’
(5 o)

—-N 0
on a la formule

TG @ 0w )

et donc, d’aprés la formule 5,

Int—Emy, ]
TN~ Zmo) 5y

) .
p 0 A B NNg 0
H,,PP<(0 1>)<C D>( 0 N

(6)

ol w parcourt les caractéres de Dirichlet primitifs de conducteur m,, divisant

N’ le produit portant sur les nombres premiers divisant N'. )
Appliquons les formules de 224 F = fQw :ona M = N, ¢ = Yuw? et

F® 1/319 =f® U”/)S@?g =f® Yewswg = f® '(/_Jgdjswg,
Soit p € Xn. Soit r un entier > 0. On a

T A6

sipeSet

[ZN’%

fy =)L @) o
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(f@b(J)l pr 0 A B :(f®CU)‘ A prB pr 0
o 1)lc b cir p Jlo 1
sip € S. On ade plus les formules

Fow) (,M 5 ) — (¥s@3)(B) (45@3) (" A/ (NsN5))
C  D/p"

wS(Jf_@W)(]E@WS‘@SwS) NSNé/NwS

'( 0 1

o
N———

lorsque p"|(NsNg /N, g) et
Few) /a4 gy = s B)wsB3)(A/(NsNE))
(C/pr D >
ws(f @ w)(f ®wswss) NsN%/Ng.s
( 0 1

o
N———

lorsque p"[(NgN§/N,, 5). Soit P € C[X]. On a alors

(Fow <p 0) ( 4 B) = (562)(B)($52)(A/ (NsN)ws(f © w)

0 1 C D
1 0\ [NsNs (-
502 Ng
[P((¢35 s)(P)(O p>)< O,s 1>

sipe Set P dedegré <uv,(NgNg/N, g) et ona

(f ® wswsts)

Fow) 1 oNya gy = s (B)so2) A/ (NsNE)us(f @ )
P<g 1>(C D>

(f ® wgwsts) NN/ .
o2 p 0 —= 0
|[P((¢s g)(P)(O 1))( Nu(),s 1)

sipeSet Pdedegré < v,(NsNL/N, 3).
On en déduit que
(FowlPH o\ = se?)(B)(4503)(A/ (NsNE))
)
C D

NsN4/Nys 0

ws(f@w)(f® Wga)si/fs)m’{p}]
l( 0 1)
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siet pe S et

o4 F) = wsah)(B)wsa) 4/ (NsNg)

i )
sl ©u)(f @ uststs) ( NsN%/No.s 0)
0 1

si p € S. Un calcul analogue donne les formules

(fow )[?{2” 5 ) = (Us@3)(B)(45@3)(4/(NsNg))

C D
ws(f ® w)(f ® wawsis) Y
|<NSN’S/NMS 0)
0 1

siet pe Set

Foo® (& F) = @sad)(B)wsa) A/ (NsNg)
F F - [9,{p}]
wS(f®W)(f®wswsws)l<NsNé/was 0)
0 1

sipesS.

Dans les quatre formules qui précédent, on peut remplacer, partout ou il
intervient, le symbole {p} par %.
Remarquons qu’on a, dans C(X), Qp. 1. (X) = X ~»W'/mI P (X). On a

I nessin (g ) T1 miessiio (5 ) -

peS(N') pES(N')

(503) (N5 /e 5) ($508) (N5 /m, 5) (Ng/ 0" Ng/?nw,g)

[T Quatszdo) (§ O I Quatwsabio (5 )
peES(N') peS(N’)

Revenons a la formule 6. On a

_ [ENM&%E"L%E]
(f®w) N e -1 =
L 7o p 0 ) A B NN 0
P01 C D 0 Ng
N’B A
(¥sw8)(—>—) (¥s@5)
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ws(f @ w)(f @ wswsts)

ou

o= T Quralsado (

pES(N’)

Par ailleurs, on a les formules

S —S(my) Zszé(mJ,,z)

(S(N)=8(mx))N=; (B(N)=5(m

!
NS‘ 0 ’
| N@,sNgmw,g« (**)
Nsmw,s

1/;2))02}

(7)

0 N

) I

pES(N'

Qpro(@sa2)®) (2 V)
| (5 9)

(¥s@8)(NgB) = (¥s@5)(Ngv/Ns), (¥s#3)(A/Ns) = (¥s@5) (uNg/Ns)

et

w(n’) =w(nN'/N) = ws(nN'/N)wg(nN'/N) = ws(—uvN’/N)wg(uvN'/N)

et donc

w(n') = ws(—1)w(uNg/Ng)w(vN5/Ng).

On a donc la simplification

o) (6523 (N5 B) 0553

De plus on a

sl 520 (
sipe Set

Qraltwsad)o) (}
sipeS.

)= WS(_IWSCDSLUL@(]\TZWS@SWS(

NZv Niu

Ng )

O)) = Qurosane((§ 0 )

(;>) — vaf,uswsdls((g (1)))

En combinant avec la formule 7, on obtient

w(/f)
P(N')

fig =

w

T(@ws(~Dws(f @ w)(f ® wgbsps)

> (W5wd) (mu,s) (bswi) (my, 5)($swsws) (=) (Pswsws ) (

NLv )
NS NS

1 —S(my) Ty =S(myge)

[(S(N’)—s(mx))mzf PN =S(m g )Nz ]

’
NS‘ 0
[ NesNemes . |ew
0 Ns
Nsmy,, s

Y (8)

ou w parcourt les caractéres de Dirichlet primitifs de conducteur divisant

N’ et ou
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1 0 p 0
o= H QP-,fﬁgwslﬁg (0 p> H Qpﬁfyu@u’)sws <0 1> :
pES(N') PES(N')
Simplifions encore cette formule. On a la relation entre sommes de Gauss
T(@) = bs(my 5)0s(mae,s)T(@s)T(@3)-

Cela donne

7(0)(Y5w3) (M, s) (Vswe) (my, 5) = T(0s)T(05) (V5ws) (Me,,s) (Ysws) (my, 5)-

Récrivons 8 en notant x le caractere de Dirichlet primitif associé & w; 5@0s1hg.
On a donc xs = ws et x5 = wgtg, S(my,) = S(my), S(my) = S(Mmyy),
N@’S = NX,S et ws(—l) = Xs(—l)-

On obtient
w(f)
P(N')

fig= > 7 ()™ (Waxs)xs(—1)xs)xs(my.s) (hsXs) (Mg 5)

X

[ I —S(my) EN/*S(T"'&X) ]
(S(NT)=S(mx NNy ' (BN =5(m g NN f

Ng 0 )
(NX*SNS’”W*S , )(**)
0 s
Nsm)?)s
(9)
ou x parcourt les caractéres de Dirichlet primitifs de conducteur divisant N’

et ol
1 0 p 0
= H Qp,f,x(o p) H Qp,ﬁxw(o )
)

pES(N’ pES(N')

BN s fedstsxs) Fex)

Appliquons la relation 1 pour F = f ® x (et donc 9’ = 1x?). On obtient

ws(f @ x)ws(f ® hs¥sxs) = Vs(—1)(haX %) (Ny,s)-

Cela permet de substituer ws(f ®v5XsXg) dans 9 pour obtenir la proposition
6.

3.2 Réciproque du corollaire 2 et observations algorithmiques sur
les aspects locaux

Le lecteur vérifiera sans peine que les termes qui apparaissent dans la
formule du théoréme 1 se déduisent des invariants dont la liste est donnée
dans le corollaire 2.

Nous nous proposons dans cette section d’étudier la réciproque : comment
la fonction & permet de retrouver les données (i), (4¢), (44¢), (iv) et (v). La
procédure & suivre pour cette étude nous parait plus agréable lorsque &y est
primitive par torsion.
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a. Les invariants de f en termes de la fonction &

On obtient le caractére de nebentypus ¢ de f grace a la formule {¢(Au, Av) =
P(NEf(u,v) (u,v € (Z/NZ), X € (Z/NZ)*. On peut déterminer a,&; (et donc
L,(f,p~®)) et EWgf lorsque p est un nombre premier et S un sous-ensemble
de X'y grace aux formules données dans [15], théorémes 2 et 5.

b. Torsion de f par des caractéres w tels que N = NN,

Supposons f primitive par torsion.

Proposition 7. Soit w un caractére de Dirichlet primitif tel que N = N,
et tel que pour tout nombre premier p divisant my, on a ay(f) = 0. Soit
(u,v) € (Z/NZ)? d’ordre N. Choisissons un sous-groupe cyclique C' d’ordre
my, de (Z/NZ)? tel que C NZ(u,v) = {0}. On a alors
o 1
w(fw(f @ @)éfew(u,v) = — > w((yu—zv)m/N)és(z,y).

T(w) (z,y) € (u,v)+C

Démonstration.- Puisque f est primitive par torsion, et que a,(f) = 0 pour
tout nombre premier p divisant m,,, on a f ® @ = f5. Appliquons la section
2.3,

1 1 m—1
RQuw=fs= Sof = .
fow="f @ f ) 2 w(ﬂf(((l) t/lm)
On a donc, puisque N, = N,
m—1
w(NeFODfOw= == 3w 1o 1N 1 ym\ (0 1
=0 '(<N o>((o 1>(N 0>
1 m—1
:ﬁ w(t)f 1 0\
=0 | —tN/m 1
Soit (CCL 2) € SLa(Z) telle que (¢,d) € (u,v). On a
_ 1 m—1
w(f)w(f@@)f@w a b :Tw) w(t)f 1 0 a b\
I(c d) =0 (—tN/m 1)(0 d)
Cela se traduit par la formule :
m—1
w(fw(f @ ©)€rgw(u,v) = %Zw )es(c—atN/m,d — btN/m).
t=0

Posons (z,y) = (c—atN/m,d —btN/m) dans (Z/NZ)?. On a alors la relation
v —yu = —tN/m. Lorsque ¢ décrit les entiers de 0 & m — 1, (atN/m,btN/m)
décrit bien un sous-groupe C' comme indiqué dans I’énoncé de la proposition.
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c. Les invariants locaux des tordues de f par des caractéres x tels
que N, = N

Soit w un caractére de Dirichlet tel que N, = N et tel que pour tout
nombre premier p divisant m,, on a a,(f) = 0. Supposons f primitive par
torsion. L’étape b. permet de connaitre la fonction {;g. a multiplication
par un scalaire prés. Cela permet de déterminer le facteur L,(f ® x,p~°) et
wg(f ® x) pour p € Xy et S C X grace encore & [15], théorémes 2 et 5.

d. Les invariants locaux des tordues de f ® x pour x caractére
quelconque

Supposons encore f primitive par torsion. Les invariants locaux de f ® x,
pour x caractére quelconque, se déduisent des invariants locaux de f @ w pour
w parcourant les caractéres tels que N, = N, d’aprés la conclusion 2.9 des
sections 2.6, 2.7 et 2.8.

e. Les nombres A(f ® x, 1) pour x caractére de niveau divisant N

Supposons encore f primitive par torsion. Aprés 'étape d, tous les termes
qui interviennent dans la formule du théoréme 1 sont déterminés, excepté
les valeurs A(f ® x,1) pour x caractére de niveau divisant N. Ces derniers
nombres sont eux aussi déterminés par le théoréme 1, il suffit de s’assurer
qu’ils interviennent au moins une fois précédés d’un coefficient non nul. C’est
bien le cas, si on choisit u et v tels que N' = m,.

f. Que faire lorsque f n’est pas primitive par torsion ?

Indiquons succinctement comment on peut ramener le cas général (i.e. f
n’est pas primitive par torsion) au cas ol f est primitive par torsion. Pour
cela il faut déterminer quel caractére xo est tel que INV,, soit minimal, puis
déterminer N,, et la fonction rgy, @ (Z/Ny,Z)?> — C. Pour cela on peut
considérer tous les caractéres y de niveau divisant N et les formes modu-
laires f, qui sont propres pour presque tous les opérateurs de Hecke d’indice
premiers. On peut déterminer les symboles de Manin associés a f,.

Le probléme revient, alors a la question suivante. Soit F' une forme modu-
laire propre pour presque tout opérateur de Hecke d’indice premier de forme
primitive associée Fy. Etant donné &x, comment trouver Fy? C’est possible
si on connait l'action des morphismes de dégénérescence sur les symboles de
Manin. Les formules dans ce sens sont données dans [15], proposition 15, 16
et 17. Cette manipulation est moins agréable que celles que nous avons faites
lorsque f est primitive par torsion.
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3.3 Equations fonctionnelles et relations de Manin

Dans [10], Manin décrit deux familles d’équations fonctionnelles satisfaites
par &y (dites relations de Manin) :

Er(u,v) +&p(—v,u) =0 (10)

et
Er(u,v) +&¢(v,—u—v)+&(—u—v,u) =0 (11)
((u,v) € (Z/NZ)?). Observons comment se traduit la relation 10 en utilisant

la formule du théoréme 1. Pour cela remarquons que le théoréme 1 a la forme
suivante :

Er(u,0) = D exseigaxs (=1 (0sx3) (Ny,s)ws(f @ X)
X
I —S(my) EN/7§(7'L1Z)’<)

A[(S(N’)—S(mx))ﬁzf ) (§<N/)7s’<m¢x)>nzf](f ® X, 1)(1/*}5()(

Ngv) (Nsu
N XN

)a

ot x parcourt les caractéres de Dirichlet primitifs tels que my smy, 5| N et
ol ¢y, 5 et ;¢ g dépendent de f, x, N’ et S mais pas de (u,v) et sont échangés
par (x. $) = (X, 9).

On peut appliquer le théoréme 1 & &(u,v) et {(—v,u). L’identité 10 se
traduit alors par une identification des y-émes termes pour chaque caractére x.
Aprés échanges simultanés de u et —v, de S et S et des termes correspondant a
X et ¥y on retrouve alors I’équation fonctionnelle de la fonction s — A(f®Y, s)
en s = 1. Aprés vérification de la non nullité de suffisamment de coefficients
(comme dans la section 3.2 étape e), on peut méme établir qu’il y a équivalence
entre la relation 10 et la totalité des équations fonctionnelle des A(f ® x, s) en
s = 1 pour x parcourant les caractéres de Dirichlet de conducteurs divisant
N.

On peut se demander, en ayant & l'esprit les théorémes inverses, comment
interpréter la relation 11 en termes de fonctions L. Nous n’avons de réponse
satisfaisante & cette question. Nous pouvons tout juste rappeler que les rela-
tions 10 et 11 sont équivalentes & 10 et

Er(u,v) —&r(v,u+v) —E(u+v,v) =0 (12)

((u,v) € (Z/NZ)?). La famille de relations 12 a été mise en évidence par
Lewis [7].

4 Produit de formes modulaires

4.1 Le produit scalaire de Petersson

Soit I" un sous-groupe d’indice fini de SLo(Z). Soient f; et fo deux formes
modulaires paraboliques de poids 2 pour I'. Rappelons que le produit scalaire
de Petersson de fi et fo est donné par la formule :
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< fi,fa>= J1(2) fo(2)dx dy,

1
[SLe(Z) : I'] Jp,
ou D est un domaine fondamental pour I" dans le demi-plan de Poincaré H.

Posons 7 = ((1) :1) et o = <(1) _01> Posons de plus p = e*7/3 € H. Soit

R un systéme de représentants de I'\SL2(Z).

goo gp
z)d dz,
/go £1(2) / R dz

< f17f2 >=

—1 gToo go goo gT oo
H[SI‘Q(M;LTO fl(z)dz/go fa(z) dz— o fl(Z)dZ/gro fa(2) dz.

Théoréme 8. On a

1
< fisfo >:WZ

gER

et

Démonstration.- Posons wy = f1(2) dz et wa = fa(2) dz. Pour g dans SLa(Z),
posons wj = fj, dz (7 € {1,2}). Considérons le domaine fondamental Dy
pour SLs(Z) constitué par le triangle hyperbolique de sommets oo, 0 et p. On
a

1
< fi, f2 >:.7/ w1 Nwg = / wyg N w2
2i[SLo(Z) : I'] Jp, SL2 gze;% lg lg-
Posons Fj(2) = [~ f2|g u) du. On a dfy,Fy(z) dz = wi Awz. Cela donne, par

la formule de Stokes,

2i[SLo(Z) : ]<f1,fz>*2/ figFy

geR

P P
—Z/Oo fugFg<z>dz+/0 Puaoe)+ [ uafile)

Utilisons que o est d’ordre 2 dans PSLy(Z) et qu’on a 7p = p et 700 = 0.
Cela donne
2i[SLy(Z) : I'] < f1, f2 >=

0 0 P e’}
Ji1F (2)dz+ | f qUFgU(z) dz+ J11F (z) dz+ f gTFgT(z) dz.
Z/ ligtyg /Do 1, ;?/OO ligt'g /p 1]

gGR

Utilisons la relation Fyp,(hz) f, L f2| B fa1,(w) du. On obtient

2i[SLa(Z) - I'] < f1, f2 >= 5 Z/ wug/ Wajg + / wlgT[—: Walg-

gER P
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Le dernier terme est nul. Décomposons le deuxiéme facteur du premier terme.

On a
1 00 o1 P
Qi[SLQ(Z) : F] < fi,fa>== Z/ w1|g(/ W‘g—F/ W‘g)
2g€R 0 op ol

.. e} ol oo P
Comr.ne oi =i, et comme [~ wi([; W25) = [y wilge([] P2j50), on a la
premiére formule du théoréme.
Démontrons maintenant la deuxiéme formule. On a

2Z[SL2(Z) : F] < f1,fa >= Z/ wl‘g/ W‘g—/ wl‘g/ W‘g
serdo i 0 p

Calculons séparément les deux séries de termes. On a

oo oo 1 oo oo oo o0
E/ oJ1|g/ W29 = 5 > / u11|g/ W2|g+/ W1|ga/ W2|go>
gER 0 i gER 0 i 0 4

et comme ooo = 0,

Z/ wllg/ Wa2)g = Z/ wl\g/ wW2|g-

geER gER

oo oo
/wl\g/ W2lg =
0
oo oo oo
*Z/ C"1\9/ Walg + /Owl\gf/ Walgr + /Wllgfz/ w2|gr2-
p

gER

Par ailleurs, on a

oo oo .
Remarquons qu’on a [~ wijg+ Jo wijgr + Jy wijgr2 = 0. C’est pourquoi on

oo
/ wl\g/ Wajg =
0
oo o0 oo
7}:/ wllyT/ W2|gr — / w214) / wllgTz(/ w2|g72_/ w2[g)-
p P P

gER
Comme foo w297 — f wapy) = fooo wz], et comme foow2|qu - fpoow2|g =
o~ Wajgr2, on obtient, en posant A;( fo w; (7 €{1,2}),
0 p 1
wig [ o =15 Y M(9)r(g) A(gm)A2(9) — = ) Ai(gr)A
o | @2 =5
0 % geER geR gGR

IS Mm@+ % S Mlgra(g)

geER geER
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En utilisant la relation A;(g) + A1(g7) + A1 (g7?) = 0, on obtient finalement
00 2
/ wl‘g/ Wa)g = Z)\l gT)Na(g) — = Z)\l g7)Aa(g72).
0 i qER qeR
Cela achéve la démonstration.

Corollaire 9. Supposons qu’on ait I' = I'1(N), on a

< fi, fa >=

12[SL2(Z) . Fl(N)] Z §f1 (’U,—U—U)fﬁ (U,’U)—ffl (U,’U)gfz (U’ —u - U)'

(u,v)€(Z/NZ)?

Démonstration.- C’est une application directe de la deuxiéme formule du théo-
réme 8, en tenant compte de la formule (5 € {1,2})

goo

&y (u,v) = —i fi(z)dz

g0

oug= (Ccl Z) € SLo(Z) vérifie (¢,d) € (u,v).

4.2 La fonction L du carré tensoriel

Supposons la forme modulaire f de caractére de nebentypus trivial et de
niveau N premier. Considérons la série de Dirichlet

2
n

L(f®f.s =an.

Elle admet un prolongement méromorphe au plan complexe, avec un pole
simple en s = 2 et on a [16] (notre normalisation pour le produit scalaire de
Petersson est en rapport 7/3 = vol(SLa(Z)\'H) avec celle de [16])

RessoL(f @ f,s) =12 < f, f > .

Théoréme 10. On a

Ress—2L(f® f,s) =

)

N+1)(N—-1)2 !

(V +1)( ) ity ——1 T(xx')

ot x et X' parcourent les caractéres de Dirichlet primitifs de conducteur N
tels que xx' soit impair.
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Démonstration.- Partons de la formule donnée dans le corollaire 9. On a,
puisque N est premier, [SLy(Z) : I1(N)] = (N? — 1) et donc

< f7 f >= m Z Ef(v7 —’U/—’U)Ef(u, U)—ff(u, v)ff(va —u — U)-
(u,w)E(Z/NZ)?

Venons-en & la fonction £¢. Puisque le nebentypus de f est trivial, la fonction
&7 est homogene. C’est pourquoi on pose, pour u/v € P1(Z/NZ) =Z/NZ U
{0},

£r(u/v) = &5 (u, v).

Cela permet d’écrire

S e B M G R O !

xz€P1(Z/N7Z) z+1 z+1

Utilisons la relation de Manin £¢(z) + &£7(—1/2) = 0 (¢ € P1(Z/NZ)). On
obtient

<IIemen L S@EEED - gl g,
z€P1(Z/NZ)

Le terme correspondant & x = oo est nul dans la somme qui précéde. Par
application des relations de Manin, on a les relations £;(1/0) +&,(0/1) =0
et ££(1/0) +&£(0/1) +&4(—1/1) = 0. On en déduit 5(—1) = 0 et {¢(1) = 0.
C’est pourquoi on a également la nullité des termes correspondant & x = 0 et
x = —1. On a dong, si on ne conserve que les termes correspondant & x # 0,
x # 1 et © # oo et si on change de plus x en —zx,

<SP man Y SEnE-n - g - 0i),

xz€(Z/NZ)*—{1}

Comme N est premier, rendons plus explicite le théoréme 1. On a, pour
x € (Z/NZ)*, N' = N et on peut choisir S = () et S = {N}. Le terme associé
au caractére x dans la formule du théoréme 1 est nul lorsque x = 1, car N
est spécial pour f et on a que /1[%’%]@“7 1) est multiple de (1 —an)A(f, 1)
qui est nul (en effet any = —w(f) et A(f,1) = 0 si w(f) # —1). Lorsque x
est non trivial, le terme associé & x se simplifie car on a x5 =1, Qp rr = 1,
N, = N?, L,(f ® x, X) = 1. On obtient, pour z € Z/NZ*,

w(f) (%)

= —= —= A 1

(@) = 222 3 T @A @ x )
x#1

ou la somme porte sur les caractéres de Dirichlet primitifs de conducteur V.

Comme f est de nebentypus trivial, on a
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A(fex, 1) =Afex1).
On en déduit, en utilisant que |w(f)| =1,
<f.f>=

12(N + 1)(N — 1)2N?

o D rrO) AR DAFRX, 1) F(x. X)),

z€(Z/NZ)*—{1} XX’

Fiox)= Y, (=o)X (1 —2) —x(1-2)¥ (-2)).

z€(Z/NZ)*—{1}

Changeons X’ en Y’ dans la somme. On obtient, en tenant compte de I’égalité
T(X) = X' (=D)7(X"),

<f.f>=

e TN (DA © XL DA @ X DF (. ¥)

12(N + 1

Cette somme est antissymétrique (resp. symétrique) en x et x' lorsque
X' (=1) = x(=1) (resp. x'(—=1) = —x(—1)). C’est pourquoi on a

<ff>=

6(N + 1)(;\7 —1)2N2 Z ()T )X (D) A(fox', 1) A(fex, 1) E(x, X').
XX xx (—1)=—1

ou E(x,X') = X pez/nz)-—f13 X(—2)X'(1 — ). On reconnait dans cette der-
niére expression une somme de Jacobi donnée par la formule

TOIT(X)

E(X7X/) = X(_l) T(XX/)

On obtient donc, en tenant compte de I'imparité de xx/,
<[ f >=

6V + 1)(;\7 “iENe 2 T(X)T(f(i;(’;m(x s AR

XX xx! (=1)=-1

Utilisons les identités 7(x)7(x) = x(=1)N = —=x'(-=1)N = —7(x')7(x’)- On
obtient

i A(fxX, DA(f®x,1
Z (fX)(fX)_

<L =N e 000)

XX xx! (=1)=-1

Cela donne la formule annoncée lorsque ’on combine avec 1’identité rappelée
avant ’énoncé du théoréme 10
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