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PREMIERE PARTIE
FORMULES

§ 1. Introduction

1.1. Cet article est une variation sur un théme de [Jacobi].
Soit
f(x) = apz™ + ap_12" 1+ ..+ ag

un polynome de degré n > 0 a coefficients dans un corps de base £ de car-
actéristique 0. Rappelons que la suite de Sturm de f,

f: (f07f1af27"') )

est définie par récurrence : on pose fo(x) = f(x), fi(z) = f'(z) et pour j > 1
fj+1 est le reste de la division euclidienne de f;_; par f;, avec le signe opposé :

fi—1(z) = gj—1(2) f3 () — fi1(2), (1.1.1)

deg fi11(x) < deg fj(z), cf. le célebre mémoire [Sturm].

Dans cette note on propose des formules explicites pour les coefficients des
polynoémes f; en termes des coefficients de f. Plus généralement, on donnera
des formules analogues pour les membres de I'algorithme d’Euclide correspon-
dant & deux polyndomes quelconques f1, fo de degrés n — 1,n — 2.

Notre point de départ est une algebre B, quotient de ’anneau de polynomes
en variables b(7); (¢ > 1, j > 24) par certains rélations quadratiques, cf. (1.7.1)
ci-dessous. Nos formules sont des conséquences des identités dans 8B, analogues
des rélations de Pliicker.

1.2. Pour énoncer le résultat, introduisons les quantités quadratiques

j—1
b(j)i = ”Z (1 = 2p)an—pan—itp —j(n — i+ J)an—janiji,
p=0

7 >1, ¢>2j. Ici on pose a; = 0 pour ¢ < 0. Par exemple,

b(1); = nianan—; — (N —i+1)ap_10n_i41 -

1.3. Ensuite on introduit, pour m > 2, les matrices (m — 1) x (m — 1)
symétriques
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b(1)2 b(L)s  b(1)a  b(1)s b(1)m
b(1)s b(2)a  b(2)5  b(2)e b(2)m+1
Com— | D1 W25 BB B W)
b(1)s b(2)6  b(3)7  b(4)s b(4)m+3

b1 b(2)msr B(B)mrs b(A)mss - b(m — Dom_s

De plus, pour ¢ > 0 on définit une matrice ”décalée” C(m); : elle est
obtenue en remplacant dans C(m) la derniére ligne par

(b(W)mti D(2)mtis1 bB)mrit2 D(d)msivs - b(m = Damyi—2)
Donc C(m)o = C(m). On pose
e(m); :==det C(m);, c¢(m) :=c(m)o .

En particulier,
c(2)i = b(1)i+2

Il est commode de poser

i>0,¢c(1):=¢(l)g =1.

1.4. Puis on définit les nombres 7;, j > 1 par récurrence :

1 c(j—1)°
= na = —_——, . = - T,
gt ny V2 n2a, Yi+1 = Vj-1 c(])Q
j > 2. Autrement dit,
j—2 _
w= DG ] e ="
i=1

ol €; = nay, si j est impair et 1/(n?a,) sinon.

Les nombres 4, . . ., y; sont donc bien définis si tous les nombres ¢(2), ¢(3), . ..

1) sont différents de zéro.

1.5. Théoreme. Supposons que deg f; = n — j, donc deg f; = n — ¢ pour
i<

Alors pour tous ¢ < j, on a ¢(i) # 0 et

En particulier, le coefficient dominant de f;(z) est égal a ~;¢(i).
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1.6. On vérifie aussitot que
b(k); —b(k —1); = c(1)g—1b(1)i—rt1 — c(1)i—xb(1) (1.6.1)
pour tous k > 2, ¢ > 2k — 2. Par exemple,
b(2); = b(1); = c(1)1b(1)i—1 — ¢(1)i—2b(1)2,

b(?))l — b(2)l = C(l)gb(l)i,Q — C(l)l;gb(1>3,
ete. Il s’en suit que tous les b(j);, 7 > 2, sont expressibles en termes de ¢(1),
et ¢(2)p = b(1)p42, p > 0.

1.7. Les formules (1.6.1) impliquent que les nombres b(i); satisfont aux
relations quadratiques suivantes :

(b(k)2 —b(k — l)i) -b(1);

= (b(7)i—ttj =00 = Dizrrs) - bk = (0 kri—1 = b = Drgj—1) - b(1)i—pta
(1.7.1)
On verra que la preuve de 1.5 ne dépend que des relations (1.7.1).
On formalise la situation en introduisant une algebre quadratique corre-
spondante, cf. § 2 ci-dessous.

1.8. Maintenant soient
fi(z) = apz" a2 L

et
f2(x) = Box™ 2+ Prz™ P + ...

deux polyndmes arbitraires de degrés n—1,n —2. On définit f;, j > 3 & partir
de f1, fo par les formules de I’algorithme d’Euclide (1.1.1).
Posons o
—, b(1)iy2 =i, i >0
&0

C(l)i =
Définissons les nombres b(k);, k > 2 par récurrence sur k, a partir des formules
(1.6.1).
Définissons les nombres c(m);, m > 2, par les formules 1.3.
Enfin, on pose :
- s A _c(j—1)?
M=, Y2=1, Vji+1 = Vj-1" 5
! T e(h)?

Alors on a

1.9. Théoréme. Supposons que deg f; = n — j, d’ot deg f; = n — i pour
i <.

Alors pour tous ¢ < j, on a ¢(i) # 0 et
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n—t
Jil@) =5 3 eli)yem T
p=0

En particulier, le coefficient dominant de f;(z) est égal & 4;c(i).
Cf. [Jacobi], section 15.

1.10. Dans la Deuxieéme Partie on présente un exemple numérique. La, les
déterminants de Cauchy apparaissent dans les asymptotiques des coefficients
dominants de la suite de Sturm pour les polynémes d’Euler.

§ 2. Algebre B

2.1. On peut réécrire les relations (1.7.1) sous la forme suivante :

b(1), b(1) b(1); b(J —1)j4r—1
det (b(j = Digj—r b(k —kl)i) - det (b(l)ikJrl b(k):k >

bWk b(5)j4r-1) _ i
+det (b(l)i—k—H b(‘])iij—k> = A(k7])l A (k‘,])z + A (k,])z _( 0. )
2.1.1

2.2. On définit une algebre quadratique B comme une t-algeébre commu-
tative engendrée par les lettres b(i);, i, j € Z, modulo les relations (2.1.1), ol
i,j,k € Z.

(D’ailleurs, dans tout le paragraphe qui suit on peut remplacer le corps de
base ¢ par un anneau commutatif quelconque.)

2.3. Le but de ce paragraphe est d’écrire certaines relations entre les
déterminants n x n dans B qui généralisent (2.1.1).

On fixe un nombre entier n > 2. Soient my, ..., m,, ¢ des entiers.

On définit 2n + 2 vecteurs vj,w; € &*, j=1,...,n+1:

w1 = (0()my s (D) mgs -+, 0(L)m,,)

Wj1 = (b(l)mu R l;<1)mn+1—j’ R b(l)mnab(l)i*mn+1)a

1 < j < n (suivant I'usage, 7 signifie que 'on omet la composante ).

Puis
U1 = (b(ml_l)i—&-ml—mna b(m2_1)i+m2—mn7 ceey b(mn—l_l)i+mn,1—mn7b(mn_l)i) ,
Vo = (b(m1_1)7n1+mn—17 b(m2_1)77L2+77ln—17 ey b(mn—l_l)mn,l—i-mn—la b(mn)z) )
vz = (b(m1—1)my4mp 11, 0(M2= Dyt =15+ -+ 0(Mp—2=1)m,, s4m, -1,
b(Mn—1)my 1 4+mn—1,0(Mn—1)itm, 1 —m,)
V4 = (b(m1=1)my+mp =1, 0(M2=D)matmp o153 0(Mn—3=1)im, gm, o—1,

b(mn_2)mn—2+mn—l_17 b(mn_2)mn—2+mn_1’ b(mn—2)i+mnfz—mn) )
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Vn = (b(m1—1)m; 4ma—1, b(m2)7n2+m3—1a b(M2)matma—1s- - 0(M2)motm, —1,0(M2)itms—m,, )
Unt1 = (b(M1)my+ma—150(M1 )y tma—15 -+ 5 0001 ) my 4 15 00M1 )itmy —m,, ) -
2.4. Soit
11 --- Tin+1
M =

Tn—2,1 -+ Tpn—2,n+1
une matrice (n—2) x (n+1) sur B ; soit M;, i =1,...,n+1, ses sous-matrices
(n — 2) x n. Pour écrire M;, on enléve donc la i-ieme colonne de M.
Maintenant on va définir n + 1 matrices n x n

Dj = Dj(ml, ey Mpg Mn+2fj)i7

j=1,...,n+1. On pose :

w1
D1 = M7l+1 7Dj = (w§ M1t1+2—j U;) s
U1
j=2,...,n+ 1. Ici (.)! désigne la matrice transposée.

Enfin, on pose
Aj = Aj(ml, ey Mpg Mn+2—j)i = det Dj(ml, ey Mpg Mn+2—j)i;

j=1,...,n+1.
Considérons la somme alternée

n+1
R(n;my,...,muy; M); = Z (—l)J'HAj(ml, oMy Mo )i

J=1

2.5. Exemple. n = 2. Dans ce cas il n’y a pas de matrice M ; trois nombres
entiers sont donnés : m1, ms et i. On aura 6 vecteurs :

w1 = (b(l)mlﬂb(l)mz)v Wz = (b(l)mlﬂb(l)i*mfrl% w3 = (b(l)mwb(l)i*mﬁ“l)
et
v1 = (b(m1 — L)itmy—ma, b(ma2 — 1);), va = (b(m1 — 1)m,4m,—1,b(m2)),

v2 = (b(M1)my+ma—1, 0(M1)itmy—ms) -
Il s’ensuit :

. _ b(l)ml b(l)m2
R(2;m1,ms); = det (b(m1 = Ditmy—m, b(ma — 1)i>
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(D, 0(m1 = D)y 4m 1> < b(Dmy  b(M1)mytm 1)
—det 1 1 2 + det 2 1 2
<b(1)i—m2+1 b(ma); b(1)i—my+1 0(M2)itmy —ms

On reconnait la la partie gauche de (2.1.1) pour (j,k) = (mq,me). Il en
découle que R(2;my, ma); = 0.

2.6. Ezemple. n = 3. Dans ce cas la matrice M se réduit a 4 éléments :
M = (1‘1 To X3 1’4) .
L’expression R(3;m1, ma, ms; M); prend la forme

b(1)m, b(1)m, b(1) my
R(3;m1, ma, ms; M); = det 1 T T3
b(m1 — 1)itmy—my (M2 = 1)itmy—my b(ms —1);

b(l)ml L1 b(ml - 1)m1+m371 b(l)ml x1 b(m1 — 1)m1+m271
—det b(l)m2 X9 b(mg — 1)m2+m371 + det b(l)ms X3 b(mg)m2+m3,1
b(1)i—mg+1 4 b(ma); b(1)immat1 T4 b(M2)itmy—ms,
b(l)m2 T2 b(ml)mﬁ»mgfl
—det b(l)ms T3 b(ml)m1+m371

b(l)i—m3+1 T4 b(ml)i+m1—m3

Calculons cette expression.
On développe le premier déterminant suivant la deuxieme ligne et les
autres suivant les deuxiémes colonnes :

A1(3;my, ma,mg; My); = —2141(2;me, m3)i+x2A1(2;ma, m3)i—x3A1(2;m1, M2)itmy—ms

Ao (3;my, ma,ma; Ms); = —x1A2(2;ma, m3)i+12A2(2;m1, m3)i—24A1(2;mM1,M3) mytms—1 -

Puis

A3(3;my, ma, mg; Ma); = —x1A3(2; me, m3);+23A2(2; M1, M2)itme—ms — T4 A2(2; M1, M3)mytms—1
et

A4 (3;me,mo,mg; My); = —22A3(2;ma, m3)i+23A3(2; M1, M2)itma—ms — 24 A3(2; M1, M3 ) mytms—1 -

Pour abréger les notations on introduit des vecteurs entiers :
(i1,92,43,14) := (i,3,1 + ma —mg,ma + mz — 1) ,
M= (mlvaamB) 9

w1 = (ma,m3), po = (my,ms), pg = (mi,ma) .

On peut réécire les formules ci-desssus sous une forme matricielle :
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Aq (35 5 My); —A1(25p1)s, A1(25p2)i, —A1(2513)4 0 T
—Ao(35p; M3)i | _ | A2(2p1)i, —A2(25 p2)i, 0 A (25p2)i, | | 22
Az(3; 3 M) | | —A3(25 )i, 0 Do(25 p3)iy —A2(25 p2)iy 3
— Ay (35 p1; My); 0 A3(25p2)i, —A3(2513)i; A3(2; p2)i, T4

En rajoutant :
R(3;m1,ma, m3; M); = —xy - {Al(Q;m)il — Aa(25 )i, + As@;m)u}
+zg - {Al(2§ﬂ2)iz — A2(25 p2)iy + A3(2§M2)i2} — 3 - {Al(2§ﬂ3)i3 — Ao(2;p3)i; + A3(2§N3)i3}

4 - {Al(Q;m)u — Ao(25 p2)i, + A3(2;M2)z‘4} =0.

Le théoreme ci-dessous généralise ces exemples.

2.7. Théoréme. On a
R(nsma,...,mp; M); =0

pour tous n,mqy,...,my,, M et i.
Démonstration : elle se fait par récurrence sur n. Le cas n = 2 est 'exemple
2.5.
Le passage de n — 1 a n suit ’exemple 2.6.
Posons pour abréger
pw=(my,...,my) .

A partir de cela, on introduit n 4 1 vecteurs y; € Z"~"

Hj = (mla"'vmja"'amn)v
j=1...,n,et
Hn1 = (mh e 7mn717mn) = MUn—1 -
On définit le vecteur
(Zlsza"'aZn-‘rl) = (szv"'aZaZ_FmH—I — My, Mp—1 + My, — 1) EZn+ .
——
n—1 fois

En développant les déterminants A;(n; p, Myyo-;)i, 2 < j < n+ 1 suivant
la deuxieéme colonne et le déterminant Aj(n;p, My,41); suivant la deuxiéme
ligne, on obtient :

n+1
R(n;pi; M) = > (=12 R(n — 1; 15 My, -
j=1

Ici M, est la matrice obtenue en enlevant la premiere ligne et la j-ieme
colonne de la matrice M.



LA SUITE DE STURM 639

Notre assertion en découle immédiatement par récurrence sur n.

2.8. On aura besoin d’un cas particulier de ces relations. Prenons
= (ma s, ma) = (2,3, n+ 1) |
Pour la matrice M, prenons

b(L)s b(2)s  b(2)s .. b(2)nt2 b(2)i+n+1
b(L)a b(2)s  bB3)s . b(3)nts b(3)itn+2

M =
b1 B(2)mir b(3)nss -~ b(n — 1)am1 b(n — 1)isom_s
Alors le premier déterminant
Aq(n; p; Mpt1)ivon = c(n+1); .
On pose par définition :
c(n+1); = Az(n; pis My )iton
e(n+1)7 = Ag(n; s My—1)itan -

Par contre, si j > 4 on voit que dans le déterminant A;(n; pu; Myyo—;)itan la
derniere colonne est égale & la (n — j + 3)-iéme colonne, d’out

Ag(n; s Mp—2)igon = As(n; ps My—3)iton = ... = Apg1(n; 3 M1)ig2n =0 .

Donc 2.7 entraine

2.9. Corollaire. Pour tous n > 3

c(n); —c(n); +c(n)! =0.

§ 3. Début de la démonstration du théoréme 1.5

3.1. On a
f(z) = anz™ + apn_12" '+ .. 4 ap .

La dérivée :
filz) = f'(z) =naa" '+ (n—Da, 12" 2+ ... +a; = nan{m"_l 4 (n=lanzign-2 4

Nan

=y (c(Doz™ t+ec(1)12" 2+ ...+ c(1)n_1) -

3.2. Le quotient de la division euclidienne de deux polynémes f(x) et
g(z) =al,_jx" ' +al,_,a""2 + ... est égal &
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an Ay _180n—1— an 20n
x+
a’ (al,_1)?

n—1

On fait la division euclidienne :

2Nap Qn— 1
—(x/n—l—an_l/nzan)f’— nana 22(” )az Ln— 2+3nanan 3— (;z 2)an—1an-2 ;n— 34 .

n<an n<an

= # (b1 2+ b(1)32™ 3 + ...+ b(1)n) = Y2 - (€(2)02™ 2 + ¢(2)12" 3 + ... ¢(2)n_2) -

n2a,

Donc

Cela démontre 'assertion 1.5 pour j = 1,2, et 'on procede par récurrence par
J.
3.3. On suppose que l'on a déja trouvé :
Fi1(@) = o1+ [e(G = Da" e~ @™ 4. e — @+ ]
et _ _
fi(x) =~ le()a" ™ +e(ha" 7+ ()T L]

On fait la division euclidienne :

fi—1(@) - (’w;jc(?j)_l)x—k%1 {C(j—lh - C(Jc(;)l) ~C(j)1] : .1 - )fj(:ﬂ) =

- _fl e I e I E

) n—j+1
22&7.312 Z {C(j—l)ic(j)Z—C(j—1)C(j)c(j)i—c(j—1)1c(j)i1C(j)+0(j—1)c(j)10(j)i1}'$"_j+1_i-

On pose :
Q)i = c(i—1)ic(5)*—c(i—1)c(4)e(i)i—c(G—1)1¢(§)ic1c(f)+c(i—1)c(5)1¢(5)i-1
(3.3.1)
Alors on a :
Yi—1 i ; .
fin(e) =——=5 > Q)T
cG)? S
Il faut montrer que
n—j—1 n—j+1 , ,
fir@) =1 Y e+ 1" =y Y0 e(f + Dimg I
=0 i=0

ou
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e, D
TR ()2

Donc notre théoreme est équivalent a I’identité suivante :

Q(j)i = —c(j)%c(j +1); . (3.3.2)

§ 4. Formule (A)

4.1. Revenons a notre algebre 93.
On considere la matrice n x n

b1 b1 ... (1) b(1)nir

b(L)s  b(2)a ... b(2)nt b(2)n+2

C(’I’L + 1)1',2 = . . “e . .

b(].)n b(?)n+1 e b(n — 1)271,2 b(n — ].)Qn,l
b(1)nti—1 b(2)n+yi . b(n —1)opntizz b(n)2nti—2

Donc ¢(n+1);—2 =det C(n + 1);—2.
Si I'on désigne par C'(n + 1);_2,54 la matrice C(n + 1),_2 avec la p-iéme
ligne et la g-ieme colonne enlevée, on aura :
cn) =detC(n+1);—2.4.4 »
e(n)i—1 = det C(n + l)i_2;n;17ﬁ )
En plus, on a :
c(n)i =detC(n+1); 5,04
ou ¢(n)! a été introduit dans 2.9.
4.2. Théoréme. Pour tous n,i € Z, n > 3, on a la relation suivante dans

B
c(n—1)ic(n)? —c(n—1)c(n)e(n); —c(n—1)1¢e(n)i—1c(n) +c(n—1)c(n)ic(n);—

=—c(n—1)2%c(n+1);_2 (£)

On a vu que notre théoréme principal 1.5 est une conséquence de (F') : en
effet (F') coincide avec la formule (3.3.2) (avec j remplacé par n).
A son tour, (F') est une conséquence immédiate de deux formules :
c(n —1);e(n) —e(n —1)1e(n)i—1 = —c(n — 1)c(n)! (A)

ou bien
c(n —1);e(n) —e(n —1)1¢(n)i—1 +c(n — 1)e(n); =0 (A

(2

et
{e(n)i +c(n)]} - e(n) — c(n)ic(n)i—1 = c(n — D)c(n+ 1)z . (B)
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La démonstration de (B) utilise les relations quadratiques entre les lettres
b(i);. Par contre, (A) est ”élémentaire”, en ce sens que cette identité n’utilise
pas de relations entre les lettres b(4);.

Pour démontrer (A), on applique le lemme suivant (une variante des rela-
tions de Pliicker) :

4.3. Lemme. (A,) Considérons n vecteurs de dimension n — 1, w; =
(Wits ..y Win—1), @ = 1,...,n. A partir d’eux, on définit n vecteurs de di-
mension n — 2 : v; = (W1, ..., Win—2). On pose :

- t
Wizdet(wl,...,wi,...,wn) s

Vij o= det(v1, ..oy Diyeeny Dy, vn)
Alors
Vn—2,n—1 : Wn - Vn—Q,n ' Wn—l + Vn—l,n : Wn—2 =0.
(By,) Considérons n vecteurs de dimension n—2, v; = (vi1, ..., Vin—2), i =
1,...,n. Considérons les mineurs

._ . . t
Vij ==det(vi,...,04,...,05,...,00)" .

Alors pour chaque i < n — 2,
Vn72,n71 ' V;J,n - Vn72,n . V;,nfl + anl,n ' Vvi,n72 =0.

En effet, en développant W; par rapport a la derniere colonne, on obtient :
(Bn) = (An).

Par contre, pour vérifier (B,,), considérons la matrice (n — 1) x (n — 2),
W~ =V;. Alors on aura V;; = W7, j=mn,n—1,n—2 D'un autre coté, en
développant les mineurs dans (By,) : Vpq, n —2 < p < ¢ < n par rapport a la
i-ieme ligne, on obtient les mineurs V, 7/, ot V™ est obtenue de W™ en enlevant
la derniere colonne. On vérifie que (B,,) se réduit & (A,_1) correspondant a
w.

Il s’ensuit que (A,_1) = (By) et on conclut par récurrence.

4.4. Le lemme étant vérifié, Passertion 4.2 (A) est 4.3 (A4,,) pour la matrice
W égale & ¢(n + 1);_2 avec la derniere colonne enlevée.
§ 5. Formule (B)
5.1. Maintenant on s’occupe de la formule
P :={c(n); +c(n)}} - c(n) — c(n)ic(n)i-1 = c(n — De(n+ 1)i—2 . (B)

On introduit n vecteurs de dimension n — 1, wy, ..., w, qui sont les lignes de
la matrice ¢(n + 1);_2 sans la derniére colonne :
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b1y b1 . b b(1),
b1)s b2y ...  b2)n B(2) s

W= by b2 . b(n—2)an s b1 —2)an_s
b(l)n b nt+1l --- b(n — 2)2n73 b(n — ].)Qn,Q

2
b(1)pti1 b((23n+i coob(n—2)on4ia b(n— 1)optis
et n mineurs
W; = det(wy, ..., Wi, ...,wp)5 i=1,...,n.
Par exemple, W,, = ¢(n), Wy,_1 =c¢(n);—1, Wnp—2 = ¢(n)/. Donc,
cn+1)i—2 =b(n)anti—aWy —b(n — 1)2p_1Wy_4
(1 — 2)an—aWn_o — ...+ (1) 1b(1) i W, (5.1.1)
=b(n)onti—oWn —bn—1)2p1Wy_1+ R
ol

R=bn—2)2, oW, _2-b(n—3)2n_3sWy_3+...+(—=1)""10(1)s1 Wy . (5.1.2)
5.2. On a n — 1 relations linéaires entre les W; : la i-ieme est obtenue en
ajoutant a W sa i-ieme colonne et en développant le déterminant = 0 par

rapport a la derniere colonne.
Explicitement :

b(n—1)2nrisWn—b(n—1)2, oW, _14+b(n—2)2n_3W,_o—. .. +(=1)""1b(1),W; =0,

b(n—2)2n+i,4Wn—b(n—?)gn,an,l+b(n—2)2n,4Wn,2—. . .+(—1)n71b(1)n,1W1 =0 s

b(2)n+iWn—b(2)n+1Wn_1+b(2)an_2—. . .—|—(—1)n_2b(2)4W2—|—(—1)n_1b(1)3W1 =0,
b(1) i1 Wi =b(1)n W1 4+b(1) 1 Wy g —. o A (=1)"2b(1)3Wat(—1)""b(1) W, = 0.

5.3. D’autre part, rappelons la matrice ¢(n); :

bz bz o bL)er b1

b(1)s b2 ... b2, B(2)ns1
c(n); = det . S . .
b(l)n—l b(2)n “ee b(’l’), - 2)2n—4 b(n — 2)271—3
b(l)n+1 b(2)n+2 N b(n — 2)2n—2 b(n — 1)277,—1

On développe cette quantité par rapport a la derniére colonne :

c(n); = b(n—1)ap_1¢(n—1)—b(n—2)2p_s M, _2+.. .—|—(—1)"_1b(2)n+1M2—|—(—1)"b(1)nM1 .
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Apres la multiplication par —¢(n);—y = —W,,_1 on obtient :
—c(n)ie(n)i_1 = =b(n — Vop_1c(n — )Wp_1 (*) + R

ou
R ' =b(n—2)2,—3Wn_1My_9 —b(n — 3)opn—aWyp_1Mp_3+ ...

+(_1)nb(2)n+1Wn—1M2 + (_1)n_1b(1)an_1M1 .

5.4. Maintenant remplacons dans R’ les termes (—1)'b(n —i)an_;—1 W1
en utilisant les relations 5.2 :

b(n—2)2n—3Wn—1 = b(n—2)2p4i—aWpn+b(n—2)2n_aWp_o—. . .4+(=1)""'b(1),_1 W1 ,

b(2) i1 W1 = b(2)ng i Wn+0(2)n Wi _o—. . A4 (=1)""2b(2) 4 Wa+(—1)""1b(1)sW7 ,
b(1)n Wi—1 = b(1)pgica Wi Ab(1) 1 Wi —. o oA+(—=1)""2b(1) 3 Wa+(—1)""b(1)s Wy .
Alors on obtient :

—c(n)1e(n)i—1 = =b(n — 1)ap_1c(n — )W, 1 (%)
H{b(n=2)anti—aMy_g—. . A(=1)"0(2)n4iMa+(=1)" (1) g1 My }-c(n)+R",

ou :

RH == {b(n - Z)Qn_4Wn_2 — ...+ (l)nlb(l)n_lwl} . Mn_g — ...
(1) {b(?)an_g o (D) 2B(2)4 W + (1)"1b(1)3W1} - M,

+(_1)n71 : {b(l)n—lwn—Q —...+ (—1)n72b(1)3W2 =+ (—l)nlb(l)le} - My .

5.5. Lemme. R" = ¢(n — 1)R.
Démonstration. On introduit les vecteurs de dimension n — 2 :

W= ((=1)""'Wy, (=1)"*Wa, ..., Wy_2) ,

M = ((71)n+1M17 (71)n+2M23 ) Mn—Z)

et
b= (b()ns1,b(D)nsa, - b(1)an_s) -

Alors la définition de R” se récrit :
R'=M-Cn—-1)-W (5.5.1)

(on ¢(n — 1) = det C(n — 1), la matrice C'(n — 2) étant symétrique) ; de plus,
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R=0b-W".
Maintenant développons les quantités M; par rapport a la derniere ligne :

M; =b(1)an—oM; n—o—b(1)2n_3M; n_s+.. A=) 2b(1) g2 Mg +(—1)"1b(1) 01 My

n—2
= (—1)"Mb(1)ny My, i =1,...,n—2.
j=1

On remarque que les quantités M;; sont les mineurs de la matrice (n — 2) x
(n—2) C(n—1). 1l vient :

M=b-C(n-1)
oll . o
Cln—1) = ((=1)"My),
donc C(n—1)-C(n —1) = ¢(n — 1). En substituant dans (5.5.1) :
R'=b-Cn—1)-Cln—1)- Wt =¢(n—1)-b-W! =¢(n — 1)R,

cqfd.

5.6. Il s’ensuit que pour vérifier I'identité (B) il reste & démontrer que
C(n)i + c(n)’i’ + b(n — 2)2n+i74Mn72 — ...

+(=1)"0(2)nyi Mo 4 (=1)"T1b(1) i1 My = b(n)anri—2c(n — 1) .
(5.6.1)
Par contre, la quantité

b(n)2n+i_gc(n—1)—b(n—2)2n+i_4Mn_2+. . .—|—(—1)n+1b(2)n+iM2—|—(—1)nb(1)n+i_1M1

n'est autre que le développement de c(n); suivant la derniére colonne, donc
(5.6.1) est équivalent &
c(n)i +c(n)! = c(n); (5.6.2)

7

qui a été déja prouvée, cf. Corollaire 2.9.
Ceci acheve la démonstration du théoreme 4.2, et donc du 1.5.

5.7. Démonstration du théoreme 1.9. En fait, nous I'avons déja montré :
la démonstration de la récurrence principale (3.3.2) n’utilise que les relations
dans l'algebre 8.

Ces relations sont vérifiées si 'on définit les variables b(i); & partir de
coefficients de polynomes fi(x) et fo(x) comme dans 1.8, d’ou 'assertion.



646 Oleg Ogievetsky et Vadim Schechtman

DEUXIEME PARTIE
POLYNOMES D’EULER ET DETERMINANT DE CAUCHY

§ 1. Nombres 5(j);
1.1. Rappelons que pour un polynoéme

fl@) =anz™ + an_12" ..+ ag
les nombres b(j); sont définis par

j—1

b(j)i =n Y (i = 2p)an—pn—isp — J(n =i+ J)an_janyj—i -
p=0

On introduit les quantités :

4 = ai—1
K3 a/l K
_ di—1 a;Q;—2
ri = =5 s
i i1
puis
—1
: b(]) d n i— 2]3  OGn—pQniyp—i
B()i = i
( )l (n_l+])an jOAn+j—i pz n—1i+j Gpn_janij—;

1.2. Par exemple :

2n ApOp—2 2n
1 . _1= rp—1,
f1) n—1 a2_, n—1 "
ni Ay Qpy—i
6(1); = . —1.

n—i+1 ap_1an_iy1
On remarque que

Anln—i  qn—i+1

Ap—10p—i4+1 dn

= Tn—i+2Tpn—i+1---Tn -

On définit les quantités
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(donc (i,j) = 1 sii > j). Il s'ensuit :

ni

— Yn—i+2,n)—1.
w1 Vit

p(1); =
1.3. De méme :
ApQp—j ApnAp—j Ap—10n—i4+1

= =¢Ymn—i+2,n)p(n—i+3,n—-1).

Up—20p—i4+2 Up—10p—i+1 An—-20n—i42

Par exemple :

GZS""‘ =pn—2,n)Y(n—1,n—1)=r, or2 7, .
n—2

I1 en découle :

n apQp_a 2N Ap—_1G5—3 4n 9 n
2)s = -2 = n— 1InT———5"n— __27
B2 n—-2 a2, n—-2 a2, n_g n2n-al +n—2r !
B(2); = m UGy n(i - 2) Gn—1Gn—iy1 5
n—1+2a, 20p_i42 N—1+20,_20p_;12
ni ) ) n(i — 2) .
= —i+2, —i+3,n—-1)+ ——= —i+3,n—1)—2.
i+ 2= i+ 3= )+ =i+, n 1)

1.4. Un autre exemple :

UpQn—6

2
an—3

=¢Yn—4,n)p(n—3,n—Dp(n—2,n—2) = rn_4ri_3rfb_27‘,2l_1rn .

1.5. En général on pose :

j—1
.. ApQp—q . .
¢(n,j,i) = ——"—— =] v(n—i+j+qn-q
an_jan_i+j q:O
et Ion aura :
& nli - 2p)
.i: . ’I’L-,I—,’I:— -7
BG) pgzon—’ﬂ ¢(n—p,j—p,i—p)—]

1.6. Passons maintenant aux déterminants ¢(n). On commence par un
exemple :

b(1)2 b(1)3 b(1)4

C(4J = det b(l)g b(2)4 b(2)5

b(1)4 b(2)5 b(3)s
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(n—l) Qg 16( )2 (n— 2>an 1an 26( )3 (n—3)an,1an 308(1)4
=det [ (n—2)an_10,—28(1)3 (n—2)a%_56(2)s (n—3)an_2a,_38(2)5
(n—3)an-1an-368(1)s (n — 3)an—2a,—36(2)5 (n—3)aZ_38(3)e

(n—=1)B(1)2 (n—2)B(1)s (n—3)B(1)4
= (an—1an—2an_3)° -det [ (n —2)3(1)3 (n —2)3(2)4 (n—3)B(2)5 | .
(n—3)B(1)a (n—3)B(2)5 (n—3)B(3)6

1.7. En général

c(m+1) (H - Z)z

§ 2. Polynémes d’Euler et fonction hypergéométrique
2.1. Suivant [Euler], on définit les polynémes
1
E,(z) = §{(1 + iz /2n)*" 4 (1 — iz /2n)*"} . (2.1.1)

Donc, E,(z) est un polynoéme de degré 2n, avec le terme constant 1, ne con-
tenant que des puissances paires de z. Plus précisément,

B n L 2n Qj2k
En(z) =) (-1) <2k> ) (2.1.2)
k=0
Par exemple :
1
Ei(x)=1- Zzz ,

5 2 5 4 ]‘ 1'6

12 1327 7 16656°

35 1
9 4 6 8
167 T 2048" " 65536° T 16777216"

E4([L’) =1-

2.2. Rappelons que la fonction hypergéométrique de Gaufl est définie par
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o aB ala+DBB+1) 5 ala+D)(a+2)8(B+1)(B+2)
Hled ) = o e 6+ 1) o 1-2:3-y(y+1)(y+2) o

o)
=0

Ci(O{, ﬁa ’Y)l‘la

K3

o ala+1)..(at+i—1)-BB+1)...(8+i-1)

ci(o, B,7) = ily(y+ 1) ... (y+i—1)

cf. [Gaufl]. Il s’ensuit :

)

Gi(=n/2,—n/2 4 1/2,1/2)
(—n/2)(—n/2+1)...(—n/2+i—1)- (—n/2+1/2)(-n/2+3/2)...(—n/2+i—1/2)

A2+ 1) (1240 —1)
(=27 n(n—-2)...(n—-2i+2)- (=1)27(n—-1)(n—3)...(n —2i + 1)
i1-27.1-3-5...(2i—1)

:2_i-n(n—1)(n—2)...(n—2i—|—1) _ (n)
9i-2.4...2i-1-3-5...@2-1) \2i) "

Donc

2N
F(-n/2,-n/2+1/2,1/2,2%) = ) (2) % = S+ + (1 —2)"}.

)
i=0
(2.2.1)
Il en découle :

P (=02, —n)2 + 1/2,1/2,02/1) = %{(t Fu) (- w)t), (2.2.2)

cf. [Gauf], no. 5, formula II.
2.3. La formule (2.2.1) implique :

E.(z) = F(—n,—n+1/2,1/2, —2?/4n?) . (2.3.1)

2.4. Si l'on écrit

En() =Y eart™, eni= (~1)* @Z) POk

k=0

alors

e et = Gt () () (75

d’ou
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i.e.

comme il faut. En d’autres termes,

lim F(—n,—n+1/2,1/2, —x?/4n?) = cos z,

ou, comme aurait pu écrire Gauf,
F(—k,k+1/2,1/2, —2*/4k?) = cosz,

k étant ”un nombre infiniment grand” (denotante k numerum infinite mag-
num). En fait, Gauf} écrivit

F(k,k' 1/2, —2*/4kE") = cos z,

denotante k, k' numeros infinite magnos, cf. [Gauf)], no. 5, formula XII.

§ 3. Asymptotiques

3.1. On pose :

k n

N\ on\ ¥~
fulz) _kZ:O (=1)F (%) ) => aVat. (3.1.1)

Donc
En(x) = fa(2?) .

On désigne les quantités b(j);,7;, etc. qui correspondent au polynéme f, en

ajoutant lindice (n) en haut : b(5){™, ™ etc.
Donc on aura : . )
elm + 1) = <H ai"_’) )
i=1
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d’oit
(n) _ a{af", [(2i—2)1?[(2n—2i+2)1)?

ry = a2 = @)1(2n—21)1(2i—4)(2n—2i+4)!

(20-2)(2i—3)  (2n—2i+1)(2n—2i+2)
2i(2i—1) (2n—2i+3)(2n—2i+4) °

En remplacant ¢ par n — 1,

) (2i+1)(2i+2) (2n—2i—2)(2n —2i —3)

"=t T 21y 3)(2i+4) (2n-20)(2n—2i-1)

On s’interesse aux valeurs limites :

o0—1 n—oo T (21+3)(21+4)
Il s’ensuit :
(oo — i +2,00) = lim h(n—i+2,m) = T
B (2120
3-4
_ 3 )=
5-6
_ g 4 9y 25
'(/}(OO 1+ 4,00 ) (22—4)(21—5)7
etc.

3.3. Maintenant on veut calculer

B(H = tim B .

n—oo

Il est commode de poser :

On a 1
B = ;. — P42 00) =
() =i (oo —i+2,00) =
doit i)
(o0) t—
1), 7 = ———=.
Ensuite,

B2){*) = i-p(co—i+2,00)th(00 —i+3,00— 1)+ (i —2) (0o —i+3,00—1)

3-4

= w(oo—i+3,oo—1>-{B<1>§°°)+i—2} T (20 -2)(2i - 3) '{21' - 1+i_2} B

3-2
2 —1’

d’out
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() _ _Ai—2)
5(2)1 - 2 — 1
De méme,

- B o (o) L. 3 5.6 . 3.2 o .
B(3);" = P(co—i+4,00-2) {3(2)1- + 4}— (2i — 4)(2i - 5) {22'—1+Z 4}_
d’ott 6(i — 3)

(o) _ =9
6(3)1' - 2i—1 °

3.4. En général, la récurrence évidente fournit

et 2.(. .)
(oo)__ J\t —J

3.5. On définit les nombres
BF BOF ... B,

c(m+1)>:=det | O B2 ... B2

BOC 825D, ... BT

Donc on aura :
m -2
(H “5“7—)1') elm+ ) = clm+ 1) 0™ + O™ ).
i=1

Les calculs précédents fournissent par exemple :

_2 _4 _6 123
35 7 35 7
4 _8 _ 12 3 12 3
_6 12 18 12 3
779 T 11 79 11
111
35 7
3 .93 2 111
11 1
7911
En général on obtient
1 1 1
3 5 * 2m+1
S
((m+1)° =(=1)™-2" . (m)? - det | > 7 am+3
1 1 1

2m—+1 2m+3 °° " 4m—1

5-3

2 —1’
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On remarque que la dernieére matrice (une variante de la matrice de Hilbert)
est du type Hankel.

3.6. Le déterminant

1 1 1
3 5 ©2m+1
1 1 1
5 7 T 2m+43
C(m+1) :=det "
1 1 1
2m—+1 2m+3 °° " 4m—1

est un cas particulier du déterminant calculé par Cauchy (d’ou le caractere
€), cf. son Mémoire sur les fonctions alternées et sur les sommes alternées,
pp. 173 - 182 dans [Cauchy].

Rappelons que, étant données deux suites zi1,...,Zm €t Y1,...,Ym, le
théoreme de Cauchy dit que

m H1§i<j§m (xj — ) (y; — vi)

-1
det((xi + ;) )i,j:l - 15—y (@i +z5)
i,j= ¢

d’ol, en posant x; = 2i — 2, y; =21+ 1,

C(m+1)= [hcicjom (27 —20)°
I, (2i+2j—1)
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